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Conceptos Basicos
del Calculo Numerico

1.1. Estimacion de errores

Uno de los objetivos principales de la computacién cientifica es desarrollar métodos
precisos y eficientes para calcular aproximaciones de modelos que son imposibles 6 muy
costosos de resolver por métodos analiticos. Sin embargo, es necesario poder controlar
las diferentes fuentes de error a fin de no modificar los resultados calculados.

Los resultados numéricos se ven afectados por muchos tipos de error. Algunas fuen-
tes de error son muy dificiles de eliminar, otras pueden ser reducidas 6 eliminadas por
la reescritura de féormulas 6 bien al realizar cambios en la secuencia computacional
utilizada, por citar un par de ejemplos clasicos.

Los errores se propagan desde el inicio del cémputo hasta el resultado final, a veces
con una considerable amplificacién, otras veces observandose oscilaciones. Es importan-
te poder distinguir entre el nuevo error producido durante cada calculo en particular
(error de procesamiento) y el error heredado (propagado) desde los datos durante todos
los céalculos.

Las siguientes son los errores mas comunes:

A Error en los datos iniciales. Los datos iniciales 6 de entrada pueden ser el re-
sultado de mediciones influenciadas por errores sistematicos 6 por perturbaciones
temporales. Un error de redondeo ocurre, por ejemplo, cada vez que un nime-
ro irracional es recortado para utilizar una cantidad fija de decimales. También
puede ocurrir cuando una fraccién es convertida al tipo de nimeros usados por
la PC.

B Error de redondeo. La limitacién de los niimeros de punto flotante en una PC
lleva asociada una pérdida frecuente de informacién que, de acuerdo al contexto,
puede 6 no ser importante. Dos casos tipicos son:

Si el procesador utilizado no tiene la capacidad de operar con ntimeros de mas
de s digitos, entonces el producto exacto de dos nimeros de s digitos de longitud
(que tiene 2s 6 2s — 1 digitos) no puede ser utilizado en célculos siguientes porque
el resultado debe ser recortado.

Si, en un procesador que opera con punto flotante, un nimero relativamente
pequeno b es sumado a otro nimero a, entonces algunos digitos de b se pierden y
no tendran efecto en futuros célculos que dependan del valor de a+b. El efecto de
redondeos por la capacidad del procesador puede ser notorio durante un célculo
de muchos pasos, 6 en un algoritmo numéricamente inestable.
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C Error de truncamiento. Este tipo de error ocurre cuando un proceso limite es
truncado antes de llegar al valor limite. Por ejemplo, cuando una serie infinita
es truncada después de un ntumero finito de términos, 6 cuando una derivada es
aproximada a través de un cociente en diferencias!. Otro ejemplo es cuando una
funcién no lineal es aproximada con una funcién lineal en un intervalo definido.

D Simplificaciones en el modelo matematico. En la mayoria de las aplicacio-
nes de la matematica se hacen idealizaciones. En un problema de mecénica, por
ejemplo, es habitual asumir que la cuerda que sostiene un péndulo carece de masa.
En otros tipos de problemas, puede ser una complicaciéon considerar un cuerpo
como un objeto homogéneo y lleno completamente de materia, en vez de estar
compuesto por atomos. Este tipo de error es mas complicado de estimar que los
descritos anteriormente.

E Error humano. En cualquier trabajo que se necesite operar con numeros, son
comunes los errores de administracion de informacion, errores en calculos manua-
les y discrepancias en los datos procesados. A veces las rutinas computacionales
también contienen errores, asociados al programador 6 a la falta de consideracién
del procesador a utilizar.

Los resultados intermedios durante un proceso largo de cémputo pueden mostrar
errores que no seran visibles al llegar al resultado final. Debe, para esto, considerarse
qué tipo de comprobaciones pueden ser realizadas. Dos de las comprobaciones mas
simples son revisar los 6rdenes de magnitud obtenidos en cédlculos intermedios y que
los resultados intermedios sean regulares en procesos iterativos.

Desde otro punto de vista, es posible distinguir entre los errores controlables y
no controlables. Errores del tipo A y D son considerados como no controlables dentro
del proceso numérico, aunque reconstruir los modelos y revisar sisteméaticamente los
datos de entrada a veces puede resultar en grandes beneficios. Errores del tipo C son
generalmente controlables, por ejemplo, a través de la cantidad de iteraciones realizadas
para obtener un resultado 6 eligiendo la longitud del paso en una simulacién. Los errores
del tipo B son controlables débilmente. Para ello se introdujo la doble precision durante
los calculos, aunque es mejor reescribir las férmulas 6 realizar un proceso inteligente,
que considere la limitacién del procesador involucrado.

1.1.1. Error relativo y absoluto

El concepto de aproximacion es central en la mayoria de las aplicaciones matemati-
cas. Lo ideal es trabajar con valores aproximados que satisfagan los requerimientos
establecidos. Con el fin de poder analizar las aproximaciones, se introduce la siguiente
definicién:

Definicion 1. Sea T una aproximacion del valor correcto x. Entonces se define como
error absoluto a:
€A =T —xl,

y, si x # 0 el error relativo se define como:

r—x

€ER =
T

En algunos libros clésicos de andlisis numérico, se definen los errores con un res-
pectivo signo. La aplicacion del valor absoluto ofrece una estimacion méas grosera pero

len este caso una expresién més correcta es error de discretizacién
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también mas realista. Es muy dificil poder estimar si el error cometido es un error por
exceso 6 un error por defecto. Por la definicién anterior, la notacién x = Z =+ € significa
|z — x| < e. Por ejemplo, si x = 0,5678 £+ 0,0014 entonces 0,5862 < z < 0,5890, y
|z — x| < 0,0014. En el caso de que x sea un vector, se utiliza la misma definicién pero
en vez de aplicar valor absoluto debe calcularse la diferencia y luego aplicar alguna
norma vectorial.

1.1.2. Redondeo y truncamiento

Cuando se cuenta el niumero de digitos en un valor numérico, no deben incluirse
los ceros al comienzo del niimero, ya que estos ceros sélo marcan la posicién del punto
decimal. Sin embargo, al contar el nimero de decimales, si deben incluirse los ceros
ubicados a la derecha del punto decimal. Por ejemplo, el niimero 0,00147 esta expresado
con tres digitos pero tiene cinco decimales. El ntimero 12,34 esta expresado con cuatro
digitos y con sélo dos decimales.

Si la magnitud del error en @ no excede %10_t7 entonces se dice que a tiene t
decimales correctos. Los digitos de a que ocupan posiciones donde la unidad es mayor
6 igual a 10~ son llamados digitos significativos (los ceros iniciales no se cuentan).
Siguiendo esto, el niimero 0,001234 + 0,000004 tiene cinco decimales correctos y tres
digitos significativos, mientras que 0,00123440,000006 tiene cuatro decimales correctos
y sOlo dos digitos significativos. El nimero de decimales correctos da una idea de la
magnitud del error absoluto, mientras que el nimero de cifras significativas da una idea
aproximada de la magnitud del error relativo.

Existen dos formas de redondear un nimero x a ¢t decimales. En el proceso deno-
minado truncamiento (o redondeo hacia el cero) simplemente se eliminan todos los
nimeros ubicados a la derecha del t-ésimo decimal. La magnitud del error de este pro-
ceso puede ser tan grande como 107¢. El redondeo al mds cercano (también llamado
redondeo dptimo), debe elegirse el nimero con s decimales que sea més cercano a .
Aqui, si p es la parte del niimero ubicada a la derecha del s-ésimo decimal el decimal ¢-
ésimo permanece sin cambios si y s6lo si [p| < %10_5. En el otro caso, debe aumentarse
el s-ésimo decimal en 1.

1.2. Sistemas Numéricos en PC

1.2.1. El sistema posicional

Para representar niimeros, se utiliza a diario el sistema posicional con base 10, es
decir el sistema decimal. Asi, para representar los nimeros se usan diez diferentes
caracteres, y la magnitud con que el digito a contribuye al valor del nimero depende
de la posicién de dicho digito dentro del nimero. Si el digito estda ubicado a n pasos
hacia la derecha del punto decimal, entonces su valor de contribucién es de a - 107".
Siguiendo esto, la secuencia de digitos 4711,303 significa:

4-1°+7-10°+1-10'+1-10°+3-107'+0-1072+3-1073.

Cada numero real tiene una unica representacion de acuerdo al esquema presentado,
excepto por la posibilidad de una secuencia infinita de nueves. Por ejemplo, el niimero
con infinitos decimales 0,319999 ... representa el mismo nimero que 0,32.

Es posible considerar otros sistemas posicionales con base diferente de 10. Cualquier
nuamero natural 8 > 2 puede ser usado como base. Es posible mostrar que todo niimero
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real positivo a tiene una tnica representacién de la forma?:

a=dpB" +dp 18"+ .+ difHdol+d BT+ d BT+
6 en forma maés compacta:
a = (dndn—l + ...+ didod_1d_5.. ‘)ﬁ ,

donde los coeficientes d;, los digitos en el sistema de base 3, son enteros positivos tales
que 0 < d; <pg—1.

Una de las grandes ventajas del sistema posicional es que se pueden dar reglas
simples y generales para las operaciones aritméticas. Cuanto mas pequena es la base,
mas simples se vuelven las reglas. Esta es una de las razones por las que la mayoria
de las computadoras opera en base 2, el sistema binario. La adicién y multiplicacién
tienen la forma:

040=0;, 0+1=14+0=1;, 1+1=10;

0-0=0;, 0-1=1-0=0; 1-1=1;

En el sistema binario, el nimero diecisiete se escribe como 10001, 6 en notacién
mas compacta (10001), = (17),, ya que:

1:2240-2240-2240-2" +1-2% = dieciseis + uno = diecisiete.

Los niimeros se vuelven mas largos de escribir en el sistema binario; los enteros grandes
ocupan 3,3 mas caracteres que su versién decimal. Por esto, N digitos binarios son
suficientes para representar enteros menores que 2V = 10V logi02 g 10NV/3:3,

Dos sistemas de numeracion muy utilizados en computaciéon son las denominadas
base octal y base hexadecimal. El sistema octal opera con los digitos del 0 al 7;
en el hexadecimal se utilizan los digitos del 0 al 9 y las letras A, B, C, D, E'y F que
representan desde el diez hasta el quince.

Ejemplo 1.
(17)10 = (10001), = (21)5 = (11,
(13,25),, = (1101,01), = (15,2)g = (D,4)14
(0,1);, = (0,000110011001 .. .), = (0,199999 . ..)4

1.2.2. Conversidon entre sistemas de numeracion

Sea a un entero dado en un sistema de numeracién con base . Es posible determinar
su representacién en un sistema numérico con base 3:

a=0by8" +by 1BV . H+by, 0<b <P (1.1)

Los célculos de conversién deben ser realizados en el sistema con base « para que
también 3 esté expresado en esta representacién. La conversién se realiza por divisiones
sucesivas de a con 3: Sea ¢y = a, y

dk = Qk+1ﬁ + bka k= 07 1727 ey (12)

donde i1 es el cociente y ri el resto en la divisién entera. Si @ no es un entero, debe
escribirse a = b + ¢, donde b es la parte entera y

c=b_1B8 +b o2 +b 383+ .. (1.3)

2con excepcién de las secuencias de nueves antes mencionadas
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es la parte fraccional, donde by, bo, . .. deben ser determinados. Estos digitos se obtienen
de la parte entera en las multiplicaciones sucesivas de ¢ con 3: Sea p_1 =c¢, y

pkﬁ: bkﬁ—l-pk_l, k= —1,-2,-3,.... (1.4)

Dado que una parte fraccionara finita en una base « generalmente no correspon-
de con una parte fraccionaria finita en otra base 3, el redondeo en la conversién es
necesariamente utilizado.

Ejemplo 2. Convertir el nimero decimal 176,524 a la base ternaria (8 = 3). Pa-
ra la parte entera, se realizan las siguientes operaciones: 176/3 = 58 con resto 2;
58/3 =19 con resto 1; 19/3 = 6 con resto 1; 6/3 = 2 con resto 0 y2/3 =0 con resto 2.
Por lo tanto, (176)19 = (20112)3. Para la parte fraccionaria, se realizan las siguientes
operaciones: 0,524 -3 = 1,572; 0,572 -3 = 1,716, 0,716 - 3 = 2,148 y asi en forma con-
secutiva. Entonces una buena aproximacion de (0,524)10 es (0,112010222...)3. En este
caso, un numero cuya parte fraccionara es finita en base 10 se torna infinita en base 3.

Comandos de EMT. Los comandos para realizar cambios de base son:

» printbase(x:nimero, base=#, digits=#, integer=#), donde x es un numero
en base 10; base es un entero que representa la base a la que se convertird (valor
por defecto: 16); digits es la cantidad de decimales del nimero cuasi-normalizado
que se mostrardn luego de la conversion (valor por defecto: 13) y integer acepta
los valores booleanos 0 y 1 para indicar si la salida mostrard la parte fraccionara
6 no (valor por defecto: 0).

» baseinput(s:string, b=#), donde s es un string de caracteres y b es la base a
la que se convertird el string (valor por defecto: 16).

Ejemplo en EMT 1. Convertir los numeros a las bases indicadas de acuerdo a lo
solicitado:

» (187,2)10 a las bases 2, 5y 18. Usar 20 digitos como mdzimo.

>printbase(187.2,base=2,digits=20)
1.01110110011001100110%2"7

>printbase(187.2,base=5,digits=20)
1.22204444444444444444%573

>printbase(187.2,base=18,digits=20)
A.73AE73AE73ACDAH480D1*18"1

» (9782,2A)11 a las bases 2, 4 y 16. Usar 25 digitos como madximo.

>num=baseinput ("9782.2A" ,b=11)
12916.2644628
>printbase(num,base=2,digits=25)
1.1001001110100010000111011%2713
>printbase(num,base=4,digits=25)
3.0213101003230331112233212%476
>printbase (num,digits=25)
3.27443B3D5AF9A000000000000%16~3

10
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1.2.3. Punto fijo y punto flotante

Una computadora es construida para manejar piezas de informacién de tamano fijo
llamadas palabras. El niimero de digitos en una palabra (usualmente cadenas binarias)
define la longitud de palabra de la computadora. Entre las longitudes mas comunes
estan 32, 48 6 64 bits3. Los enteros pueden ser representados en forma exacta siempre
que la longitud de la palabra sea suficiente para almacenar todos los digitos necesarios
para su representacion.

En la primera generacion de computadoras, los célculos se realizaban a través del
sistema de numeracion de punto fijo. Esto es, nimeros reales que se representan con
una cantidad fija ¢ de digitos binarios. Si el largo de la palabra de la computadora es s+1
bits (incluyendo el bit del signo), entonces sélo es posible escribir niimeros en el intervalo
I = [-257% 257", Algunas convenciones comunes de punto fijo son t = s (convencién de
fracciones) 6 t = 0 (convencion de enteros). Esta limitacién causé dificultades, porque
cuando z € I, y € I, es posible que x —y ¢ I 6 x/y ¢ I. Para que un sistema de punto
fijo tenga una implementacion exitosa es necesario que todos los nimeros, inclusive los
resultados intermedios, permanezcan dentro de I. Esto puede ser logrado multiplicando
las variables por factores de escala apropiados y luego transformando las ecuaciones
de acuerdo a ellos, aunque es un proceso tedioso. Mds atin, es complicado por el riesgo
de que si los factores de escala no son escogidos cuidadosamente, ciertos resultados
intermedios pueden tener demasiados ceros iniciales y afectar la precision del resultado
final. Como consecuencia de esto, la notacion de punto fijo rara vez es utilizada para
célculos con nimeros reales.

Por representaciéon normalizada de punto flotante de un nimero real a, se
entiende una expresion de la forma:

a=+m-B%, B l<m<l, qeZ (1.5)

Alternativamente, la representacién puede ser normalizada utilizando la condicion 1 <
m < . Es posible representar, de forma tunica, todos los niimeros reales siempre que
a # 0. La parte fraccional m es denominada mantisa, ¢ es el exponente y 5 la base.

Dentro de la computadora, el ntimero de digitos para ¢ y para m estd limitado
por la longitud de palabra del procesador. Suponiendo que p digitos son usados para
representar a m, entonces sélo es posible representar niimeros de punto flotante de la
forma:

a==+m-p° m=(dida...dp) 0<d; <8, (1.6)

6 9
donde m es la mantisa m redondeada a p digitos, y el exponente estd limitado a un

rango finito:
emin < € < emagz- (17)

Un sistema de punto flotante F' se caracteriza a través de la base (, la precisién p
(también llamada mantisa), y los nimeros €m,in ¥ €maz. S6lo un conjunto finito F de
numeros racionales puede ser representado en la forma (1.7). Los nimeros de este con-
junto son denominados niimeros de punto flotante. Como d; # 0 este conjunto con-
tiene exactamente
2(B—1) P (emaz — €min + 1) + 1 elementos. La cantidad finita de digitos en el ex-
ponente implica que a estd limitada en magnitud a un intervalo llamado rango del
sistema de punto flotante. Si a es mayor en magnitud que el niimero més grande del
conjunto F', entonces a no puede ser representado y ocurre overflow. Algo similar
ocurre cuando, el nimero a representar es mas pequeno que el menor nimero distinto
de cero en F. En este caso el error se denomina underflow.

3bits: binary digits

11
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Ejemplo 3. Sea el sistema de punto flotante donde B = 2, p = 3, emin = —1 y
emaz = 2. El conjunto F contiene exactamente 2 - 16 + 1 = 33 numeros. Para este
ejemplo el mimero de magnitud mds pequeria, distinto de cero, es (0,100)y - 271 = % Y

el de mayor magnitud es (0,111)y - 22 = %

Ejercicio 1. Desarrollar por extension el conjunto I del ejemplo anterior.

Es importante notar que los niimeros de punto flotante no estdn equiespaciados en
la recta numérica. La separacion entre cada par de niimeros es un factor de 8 para cada
potencia de . El espaciamiento entre los nimeros de punto flotante se caracteriza por
el epsilon de maquina, que es la distancia e;; desde 1,0 al siguiente nimero mayor
que él.

Incluso si los operandos en una operacion aritmética son nimeros de punto flotante
de F, el resultado ezxacto de la operacién puede no pertenecer a F. Por ejemplo, el
producto exacto de dos nimeros de punto flotante con p-digitos tiene 2p 6 2p — 1
digitos.

Si un numero real a estd en el rango de un sistema de punto flotante, la forma obvia
de representar a es @ = fl(a), donde fl(a) denota el nimero en F' mds cercano a a.
Esto corresponde al redondeo de la mantisa, y de acuerdo a (1.6) se tiene:

-l < 5677 (1.8)

Como m > 0,1 esto significa que la magnitud del error relativo en @ es como maximo
igual a:
— — 1g-p. ge
a—al _lm—m)-5 387" B _ Lgpi,
] m - 5] mope S 3

(1.9)

Teorema 1. En un sistema de punto flotante F = F (B,D, €min,€maz) cada nimero
real dentro del rango de F' puede ser representado con un error relativo, que no excede
la unidad de redondeo u, que se define como:

13—p+1
y— { 553 , (redondeo) (1.10)

BPHL (truncamiento)

1.3. Precisiéon y redondeo de errores

1.3.1. Aritmética de punto flotante

Es 1til conocer la forma en que se transmiten los errores entre operaciones de punto
flotante. Si x e y son dos nimeros de punto flotante, entonces:

fllz+y), fllz—y), [fllz-y), [fllz/y)

son las operaciones de suma, resta, multiplicacién y divisién en punto flotante, que la
maquina almacena en memoria luego de redondear é truncar. Se asume que se cumple
el siguiente modelo estandar de aritmética:

Definicion 2. Asumiendo que tanto x como y pertenecen a F', entonces se cumple para
cualquier operacion:

fllzoy) = (woy)(1+6), |o <u,

donde u es la unidad de redondeo y ¢ es cualquiera de las operaciones elementales.

12
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A veces la computaciéon en punto flotante es mds precisa que lo que el modelo
estandar asume. Un ejemplo obvio es cuando el valor exacto de x ¢ y puede ser repre-
sentado en un nimero de punto flotante que no contenga errores. Algunas computado-
ras pueden realizar una operacién fusionada entre la suma y la multiplicacién?, donde
una expresiéon del tipo a - x + y puede ser evaluada con una unica instruccién y, en
consecuencia, ocurre solo un error de redondeo:

flla-z+y)=(a-z+y)(1+6), [I<u

Esta operacion fusionada representa una ventaja en muchos algoritmos. Por ejemplo,
la forma de Horner de evaluar un polinomio de grado m, necesita sélo n operaciones
fusionadas.

Es importante darse cuenta de que estas operaciones de punto flotante poseen, hasta
cierto punto, propiedades distintas que las operaciones aritméticas exactas. Por ejemplo,
la suma y multiplicacién en punto flotante son conmutativas, pero no asociativas y la
ley distributiva también falla para ambas. Esto torna al andlisis de calculos en punto
flotante mas dificil de realizar.

Ejemplo 4. Sean los nimeros a, b y ¢ escritos en base 10 con una mantisa de 7 digitos
tales que:
a=0,1234567 - 10% b =0,4711325-10%; c= —b.

El siguiente esquema muestra como se resuelve la suma, asociando en forma distinta:

fl(a+ fl(b+ c)) = f1(0,1234567 - 10° 4 0) = 0,1234567 - 10°
FU(fl(a+b) +c) = f1(0,4711448 - 10* + (—0,4711325 - 10*)) = 0,1230000 - 10",

El caso mostrado en el ejemplo anterior tiene como punto central una resta que,
debido a las diferencias de orden de magnitud de los nimeros involucrados, devuel-
ve un resultado poco preciso. En general, este tipo de operaciones se conocen como
cancelacién catastroéfica.

1.3.2. Suma compensada

Para reducir los efectos de los errores de redondeo durante una suma » ;. ,, es
posible usar una suma compensada. En este algoritmo, el error de redondeo en cada
adicién es estimado y compensado a través de un término de correccién. La suma
compensada puede ser muy util cuando una gran cantidad de pequenos términos debe
ser sumada, como por ejemplo en las cuadraturas numeéricas 6 en la solucién numérica
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Es importante notar que los términos deben ser
sumados en el mismo orden en el cual son generados. La compensacién estd basada
en la posibilidad de simular la suma en doble precisién de punto flotante bajo una
aritmética de simple precisiéon. Retomando el ejemplo 4, puede definirse:

s = fl(a+b) = 0,4711448 - 10%,
entonces el término de correccion es:
c¢= fl(fl(b—s)+a) = —0,1230000 - 10° + 0,1234567 - 100 = 0,4567000 - 1073.

Ejercicio 2. Desarrollar la estructura general del algoritmo de suma compensada y
analizar su desempeno con:

0,1234567 - 10° + 0,6485130 - 10® + 0,1010202 - 10? — 0,1234567 - 10° — 0,6485130 - 103

4 fused multiply-add
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1.3.3. Evitando el overflow

En aquellos casos raros donde la entrada y la salida de datos son demasiado gran-
des 6 demasiado pequenos en magnitud de forma tal que el rango de operacién de la
m&quina no es suficiente, es posible utilizar mayor precisién 6 también operar con loga-
ritmos 6 alguna transformacién de los datos. Sin embargo, es necesario tener en mente
el riesgo de que los resultados intermedios en un célculo pueden producir un exponen-
te extremo (overflow 6 underflow) para el sistema de punto flotante de la méquina.
Ocasionalmente, errores inexplicables en los datos de salida son la conclusion de algin
desbordamiento 6 supresion en los calculos intermedios, casi siempre del tipo underflow.

FEl teorema de Pitagoras es de simple aplicacién:

c=Va%+ b2,

pero el posible overflow 6 underflow puede ocurrir al elevar los valores de a y b al
cuadrado, incluso si a, b y el resultado ¢ estdn bien definidos dentro del rango del
sistema de punto flotante utilizado. Este inconveniente puede ser evitado definiendo,
para a y b distintos de cero, los valores:

. , q
p =max{|a|,|b|}, ¢=min{|al,b|}, p:E

y luego:
c=pV1+p%

Precauciones similares a las consideradas para la suma pitagdrica son necesarias para
calcular la norma euclidiana de un vector:

n 1/2
1|2 = (Z w?) :
i=1

En este caso, debe identificarse &max = maxi<i<p |2;| y luego:

ey

Tmax

entonces:

||XH2 = $max\/§‘

El esquema presentado tiene un inconveniente: es necesario recorrer dos veces los datos.
El algoritmo de Hammarling requiere un tinico paso por los datos:

= Hacert =0y s=1.

. t 2 . N2
= Iterar n veces: si |z;| > t entonces s =1+ s (?) y t=|z]; sino s =145 (%)
» La norma euclidiana del vector x es t4/s.

Ejercicio 3. Implementar el algoritmo de Hammarling en EMT. Probar su funciona-
maiento con:

x = [3,14 x 10'%°;6,55 x 10'*1;4,16 x 10'%?] .

14



1. Conceptos Basicos del Calculo Numérico

1.3.4. Precisiéon de maquina

Se puede conocer en forma practica la precisién de méquina que se esta utilizando,
equivalente a dar el valor del epsilon de maquina. Este se define como el valor més
pequeno que se le puede agregar a la unidad de forma tal que la maquina no devuelva un
resultado distinto de la unidad. En los sistemas de punto flotante se opera habitualmente
en base 10, aunque en forma interna se opera en base 2. Como la expresion de 0,1 en
base 2 es infinita, entonces se utiliza esta propiedad para calcular el valor numérico del
epsilon de maquina.

Existen dos algorimos principales para identificar el epsilon de maquina, el primero
es:

= Hacer a = 1.

= Repetir (mientras 1 +a > 1):a = §.

s El valor 2a coincide con el epsilon de maquina.
Mientras que el segundo es:

= Hacer a = 0.

= [terar 10 veces: a = a + 0,1.

» El valor 2(1 — a) coincide con el epsilon de maquina.
Ejercicio 4. Bajo EMT':

1. Implementar ambos codigos.

2. Calcular el epsilon de mdquina.

3. sCudl de los dos es mdas eficiente desde el punto de vista operacional? ;Por qué?

Nota. Dentro de EMT estd definida la constante interna epsilon, que no representa
el epsilon de mdquina, sino que es un wvalor constante utilizado como tolerancia de
terminacion en los algoritmos iterativos.

1.4. Propagacion de errores y nimero de condicion

En computacion cientifica, es comun que los datos de entrada de un problema sean
imprecisos. Estos errores se propagan a través del proceso de calculo y surgen errores en
la salida. Para varios de los algoritmos mas comunes de calculo numeérico el anélisis del
error se desarrolla de manera eficaz, permitiendo ajustar parametros propios de cada
algoritmo con el fin de obtener un resultado tan preciso como se desee®. El efecto de
los errores se resume en las dos siguientes definiciones.

Definicion 3. En suma y resta, una cota para los errores absolutos en el resultado
estd dada por la suma de las cotas de los errores absolutos de los operandos:

n n
y=>ta;, [Ayl< YAz,
i=1 =1

56 tan preciso como la aritmética utilizada lo permita
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Pero para obtener el resultado correspondiente para el error de propagacién en
multiplicacién y divisién, es importante notar que para y = In(z) se tiene que:
A(z)
A(ln(z)) = —=,
x
es decir que el error relativo de una cantidad es aproximadamente igual al
error absoluto de su logaritmo natural. Esto esta relacionado al hecho de que
desplazamientos de la misma longitud en diferentes lugares en una escala logaritmica,
significan el mismo cambio relativo en el valor obtenido. A partir de esto se sigue la
definicién que falta.

Definicion 4. En multiplicacion y division, una cota aprorimada para el error relativo

se obtiene a través de la suma de los errores relativos de los operandos. En forma mds

general, para y = x]"xy? - xn:

n
Ay -
S
y i=1 !
Para estudiar la propagacion de errores en una forma mas general, se centrara el
estudio en expresiones no lineales. Si se tiene una funcién de variable simple y real
y = f(x), {cudl es el error de x propagado a y? Sea & — x = Az, entonces una forma
natural de aproximar Ay = ¢ — y es con el diferencial de y. Por el teorema del valor
medio:

Ay = f(z+ Az) - f(z) = f'(§)Ax,

donde ¢ es un nimero entre x y x + Ax. Suponiendo que |Az| < ¢, se sigue que:

Ay| < mix|f (O, €€ lo—eatel (L11)

En la préactica, usualmente es suficiente reemplazar £ con el valor estimado de x. Por
el teorema de la funcién implicita se obtiene un resultado similar si y es una funcién
implicita de = denotada por g(z,y) = 0. Si g—g # 0, entonces:

dg
9, &)

Jg
gy(é)

Ay| < miix e, tele—cate] (112)

Ejemplo 5. Calcular las cotas de error para f = 23 — 2, donde 1 = 1,03 + 0,01 y
xo = 0,45 +£0,01. Entonces:

9f
0x1

0

y por lo tanto |Af] <2,1-0,01 4+ 1-0,01 =0,031. Esto nos lleva a:
£ =1,06— 0,450 + 0,031 = 0,610 = 0,031.

Es normal que en un algoritmo los errores iniciales se propaguen con las operaciones
aritméticas realizadas. Si el algoritmo que opera aritméticamente produce pequenos
errores en la salida a partir de pequenios errores de entrada, el algoritmo se denomina
estable. En cambio, si en la salida se obtienen grandes errores el algoritmo se denomina
inestable.
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1.4.1. Numero de condicién

Es 1til tener, para un problema dado, una idea de cudn sensible son los datos
de salida con respecto a variaciones en los datos de entrada. En general, si pequenios
cambios en los datos de entrada resultan en grandes cambios en los datos de salida, se
dice que el problema esta mal condicionado, si esto no ocurre, el problema esta bien
condicionado.

Nota. La definicion de grande puede diferir de un problema a otro, dependiendo de la
precision de los datos y la precision necesaria en la solucion.

Ya se mostré que |f'(z)| puede ser interpretado como una medida de la sensi-
bilidad de f(x) con respecto a una perturbacién Az de z. En la mayoria de
los contextos, la proporcién de la perturbacién relativa en f(z) y x proporciona mas
informacién al respecto.

Definicién 5. Asumiendo que x # 0 y f(x) # 0, entonces el nimero de condicion
K para el problema numérico de calcular y = f(x) es:

|f(x+ Az) — f(z)|

. @) of'(2)
= i Al @ | (1.13)
o

que indica, para un valor de I grande, que la funcion f estd mal condicionada en los
alrededores de x.

Es importante recalcar que el niimero de condicién es una propiedad de un problema
numérico y no depende del algoritmo utilizado en la resolucién. Un problema mal
condicionado es intrinsecamente dificil de resolver en forma precisa utilizando cualquier
algoritmo numérico. Incluso si los datos de entrada son exactos, los errores de redondeo
generados durante los calculos en aritmética de punto flotante pueden causar grandes
perturbaciones en el resultado final. No debe confundirse un algoritmo inestable con
un problema mal condicionado, aunque sea dificil operar con ambos.

Ejemplo 6. Considerar el sistema lineal:

(o« 1)G)-0),

donde o # 1 es el dato de entrada. La solucion exacta es:
1 —a
1-a2 YTioa
La matriz del sistema es singular para o = 1, y el problema de calcular x e y es mal

condicionado cuando a = 1. Utilizando la ecuacion (1.13), el nimero de condicion para
calcular x es:

xr =

ad(e) 207
r(a) |1 —a?|
Para o = 0,9950, y por medio del algoritmo de eliminacion de Gauss con una aritmética
de 4 digitos, se obtiene:

~—0,9950
~1-0,9900
# =1+0,9950 - 99,50 = 100,0,

= —99,50

g}

en lugar de los valores correctos® y = —99,7494, x = 100,2506. El niimero de condicion
K =198 indica que es esperable perder algunos digitos significativos en la salida.

Sexcediendo la precisién de la aritmética utilizada
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APUNTES DE CALCULO NUMERICO | con aplicaciones sobre Euler Math Toolbox | S. Herndndez

El tener un problema bien condicionado no implica que la aritmética utilizada no
genere perturbaciones en los datos de salida. Para problemas bien condicionados, incluso
con doble precision, la interaccién de las fuentes de error es un item importante a
considerar.

Ejemplo 7. El polinomio fi(xz) = (xz — 1)° posee un nimero de condicion alto en

cercantas de x = 1:
5%

r—1

x5(x — 1)*
(z —1)°

y el grdfico de la funcion del nimero de condicion se muestra como figura 1.1. En
cambio, su expresion erpandida es:

K(f1) =

)

fo(z) = 2° — 5zt + 102 — 1022 + 52 — 1,
y su numero de condicion se calcula como:

T (53:4 — 2023 + 3022 — 20z + 5)
x® — 5zt + 1023 — 1022 + 52 — 1

K(f2) =

de forma que su grdfico es la figura 1.2. De los grdficos, parece mejor condicionada la
expresion de fa(x) que fi(x) en x ~ 1. Pero al graficar los polinomios fi(x), en color
azul, y fa(x), en color rojo de la figura 1.3, se observa un comportamiento diferente.

1e+006

_

—

-1e+006

0.999 0.9995 1 1.0005 1.001
Figura 1.1: Gréfico de I(f1) en [0,999; 1,001].

Ejercicio 5. Dado los polinomios equivalentes:
fi(z) = (2—2)3; fo(x) = —a® 4622 —122+8; fa(x) = x(x(—2+6)—12)+38,

calcular con una aritmética de 4 digitos y truncamiento f;(—3,12) y fi(1,97). ;Qué se
observa?

1.5. [Ejercicios

1. Construir los siguientes algoritmos en PC:
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APUNTES DE CALCULO NUMERICO | con aplicaciones sobre Euler Math Toolbox | S. Hernandez

-10000 ’

-20000 [

-30000 |

-40000

0.999 0.9995 1 1.0005 1.001
Figura 1.2: Grafico de K(f2) en [0,999;1,001].

*1.00000e-015

-2 i

0.999 0.9995 1 1.0005 1.001

Figura 1.3: Graficos de fi(z) = (z — 1)°, en color azul, y fa(z) = 2° — 52 +
1023 — 1022 + 52 — 1, en color rojo.
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a) Aritmética de punto flotante con truncamiento. Entrada: un nimero
decimal; la cantidad de digitos a mantener, k. Salida: un nimero con k
digitos.

b) Conversién decimal a binario. Entrada: un nimero decimal entero.
Salida: una cadena binaria (string) que represente al nimero antes ingre-
sado. Opcional: permitir la conversiéon de niimeros no enteros.

c) Conversién base 5 a base 7. Entrada: un nimero en base 5. Salida: un
numero en base 7.

. Dados a = 1,b = 10716, ¢ = 1076 comparar los resultados de las siguientes

operaciones en EMT, utilizando la salida méxima de decimales por pantalla:

(c+b+a)—(a+b+c)

c+b+a—a—-b—ec.

. El drea de un tridngulo T con lados a, b y ¢ se calcula con la férmula de Herdén:

=Vplp—a)(p—0b)(p—c),

donde p es el semiperimetro del tridangulo. Mostrar que en el caso de tridngulos
deformados (a &~ b + ¢) esta férmula pierde precision.

. {Qué constante de maquina se obtiene al realizar la siguiente operacién sobre

PC"?
13-(4/3—1) —1].

. [EMT] Es posible ver que el error asociado a sumas y restas dentro de una PC

puede computarse experimentalmente como
((a+b) —b)—a,
verificar qué ocurre al efectuar esas operaciones con:

= a0=3;b=0,1
na=V2b=n
»a=1/3;0=0,1
= a=0,1;b=1/3

y la maxima precisién de pantalla en EMT.

. LA qué conclusidn, ya explicada anteriormente, puede llegarse al analizar los in-

cisos ¢) y d) del ejercicio anterior?

. Aplicar el algoritmo de Horner a los polinomios dados a continuacién. Calcular

la cantidad de operaciones en punto flotante antes y después de anidarlos, en caso
de evaluarlos en z = xg.

)Pl( ) 322 — bx + 2 — 4a®
($~|—1) 3
c) Pg(x):x4—5—3x — 9z

"Probar en Euler Math con diferentes configuraciones de salida y Mazima
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

. Dados los siguientes niimeros, convertirlos a base 10: 13234; 2037; 4639 y 1B595.

. Al nimero decimal 37191, convertirlo a base 6, 8, 11 y 15.

Convertir al nimero decimal e, en base 2, teniendo en cuenta la aritmética desea-
da:

a) PF(10,4,2.R) en PF(2,4,2,R).

b) PF(10,6,2,T) en PF(2,8,2,T).

) PF(10,5,2,T) en PF(2,10,2,T).
) (

d) PF(10,5,2,R) en PF(2,10,2,R).

&

Calcular el error absoluto cometido en la conversién de base 10 a base 2 del
ejercicio anterior.

Estimar en qué valores de abscisa las funciones:

a) fi(z) = COS(S;I% f1:10,20] = R.
2 _
b) fa(z) = % fo:[-5,5] = R.

¢) fo(x) = % f5:(0,5) > R.
d) fa(z) =V —1—+vz+1, fy:[1,10] = R.

pueden considerarse mal condicionadas.

Generar un algoritmo en EMT que grafique el nimero de condicién de funciones
dentro de un intervalo preestablecido.

El nimero de condicién de la funcién f(z) = % es constante e independiente del
valor de z. jPor qué ocurre esto?

Analizar la estabilidad, con respecto a la propagacién de errores, de las siguientes
dos expresiones para calcular f(x) = (e* — 1)/ con |z| < 1 x 107"

m if x==0 then f=1, else f=(exp(x)-1)/x, endif

» y=exp(x); if y==1 then f=1, else f=(y-1)/log(y), endif

Graficar el resultado que se obtiene al restar las dos expresiones anteriores.

. o -1
Sea y = v/2 — 1. En forma equivalente, se puede escribir como y = (\/5 + 1) .
Analizando los nimeros de condicién, establecer cudl de las dos formas es mas

sensible al error cuando f(2) se aproxima a través de un nimero en punto flotante.

La expresién 22 — y? exhibe cancelacién catastréfica si |z| = |y|. Mostrar que
es mds apropiado evaluar la expresién original como (z + y)(x — y).

Considerar la identidad trigonométrica sin?(z) + cos?(x) = 1 para calcular:

cos(z) = 1/1 — sin?(z).

(Para qué argumentos del intervalo 0 < z < 7/4 esta férmula presenta la peor
precisién? Analizar con el nimero de condicién 6 bien tomando la diferencia entre
las dos expresiones equivalentes, con una particion minima de 3000 elementos.

b
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20.

21.

22.

23.

24.

Si se aplica la conocida férmula de Baskhara para resolver la ecuacion cuadratica
ax® 4+ bx + ¢ = 0 es posible obtener problemas de precisién numérica, de acuerdo
a la aritmética utilizada, si los 6rdenes de magnitud de b? y 4ac difieren en forma
significativa.

a) Mostrar que esto ocurre cuando a = 1,00, b = 50,1 y ¢ = 0,100.

b) Proponer otra forma de resolver este problema, sabiendo que la ecuacién
cuadratica puede escribirse como a(x — r1)(z — r2) = 0, donde 71 y 72 son
las raices buscadas.

Sugerir alguna forma de calcular:

en cercanfas de = 0 cuando se opera con alguna aritmética reducida®. Calcular
£(0,0001), con una mantisa de tres digitos, con la férmula original y luego con la
sugerencia. Comparar resultados.

Calcular xy/z es un proceso poco preciso. De acuerdo a la literatura, se sugiere:

» (zy)/z, cuando x e y son muy diferentes en magnitud;
» z(y/z), cuando y y z son cercanos en magnitud;

» (2/z)y, cuando z y z son cercanos en magnitud.
Probar esto con una aritmética reducida y valores convenientes de x, y y z.
[EMT] Se quiere calcular el valor de:

300" o300

125! ’
con lo que se ingresa (3007125/125!)*exp(-300) en EMT, pero devuelve un
error.

a) ;Qué tipo de error de desbordamiento es la salida del comando anterior?
b) (Sera de ayuda cambiar el orden de las operaciones?
c) Como alternativa, crear una rutina que evalie la expresion:

AF 1
p(k‘) = He 9

para A = 300 y k € Z en forma recursiva, es decir que:

Al
k+1)=plk)—-—.
Pl +1) = p(k) 2=
d) Utilizar la rutina creada en el inciso anterior y calcular el valor pedido.

[EMT) Es sabido que la unidad de redondeo esté relacionada de manera especial
con el epsilon de maquina. Si, para los procesadores numéricos se cumple que:
€M

77

entonces es posible deducir cuantos digitos binarios se utilizan en la mantisa para
la representacién numérica en EMT'. Si el primer bit se reserva para el signo, los
intermedios para la mantisa y los restantes para la potencia; ademas, en forma
interna, EMT utiliza redondeo en vez de truncamiento:

u =

8Sugerencia: serie de Taylor
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a) ;Cuédntos digitos binarios se utilizan para la mantisa?
b) (Cudntos para el exponente?

25. Sean los polinomios®

20
f@) =1[@-k=@-1)@-2)(z—-20)
k=1
g(x) =2,
Las raices de f(x) son los enteros 1,2,...,20. ;Cuén sensible es la raiz zy = 20

cuando se perturba f(x) de la forma f(z) + eg(z) Sugerencia: generar una serie
de Taylor truncada y analizar para h pequeino.
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23



APUNTES DE CALCULO NUMERICO | con aplicaciones sobre Euler Math Toolbox | S. Herndndez

Resolucion de
Ecuaciones No Lineales

En este capitulo se considera el problema de encontrar x que permita resolver la
ecuacion:

f (@) =0, (2.1)
para una f arbitraria, pero de forma tal que f(z) € R. De esta forma, cualquier valor x
que verifique la ecuacién (2.1) se denomina raiz de la funcién. Se desarrollarédn varios
métodos de solucién, tales como biseccion, punto fijo y Newton-Raphson (junto con sus
modificaciones). Todos ellos son iterativos y construyen una sucesién de puntos que, se
espera, converjan a la raiz. Sin embargo estos procesos iterativos pueden fallar, en un
proceso llamado breakdown. Es decir que la sucesién numérica obtenida puede oscilar,
diverger 6 mostrar un comportamiento caoético.

Todos los métodos iterativos requieren un valor inicial para comenzar la sucesién,
generalmente una estimacion de la raiz. Esta estimacién inicial es crucial, ya que una
mala eleccién puede generar una sucesién que no converge, 6 puede ser convergente a
una raiz incorrecta. Una de las formas mas comunes de elegir esta estimacion inicial es
por medio de un grafico.

2.1. Meétodo de Biseccion

Es el método mas simple de aplicar, con convergencia segura y se basa en el siguiente
teorema:

Teorema 2 (del Valor Intermedio). Si f : [a,b] — R es continua en el intervalo cerrado
y existe yo € R tal que f(a) < yo < f(b), entonces existe xg € [a,b] tal que f(zo) = yo-
En decir que una funcidn continua en un intervalo cerrado [a,b] toma todos los valores
entre f(a) y f(b) como minimo una vez.

Ahora, suponiendo que la funcién f, continua, estd definida en [a,b], y se verifica
que f(a)- f(b) < 0, entonces por el teorema 2 se asegura la existencia de una raiz p en
el intervalo antes mencionado. Por lo tanto se dice que
[a,b] = [ag, bo] contiene a la raiz de la funcién f. Ahora:

ag + by

bo = 9 ’ (22)

es el punto medio del intervalo [a, b]. Existen tres posibilidades:

1. Si f(pg) = 0, entonces p = pg y la raiz ya fue hallada. Termina el algoritmo.

2. Si f(a)- f(po) < 0, entonces p € [a,po] y se define [a1,b1] = [a, po]. De esta forma
se asegura un intervalo mas pequeno donde esta la raiz y se sigue iterando.
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3. Si f(po) - f(b) <0, entonces p € [pg,b] y se define [a1, b1] = [po, b]. De esta forma
se asegura un intervalo méas pequeno donde esta la raiz y se sigue iterando.

Este proceso se repite considerando el punto medio del nuevo intervalo:

ai + by
2 M

p1 =

obteniendo una de las tres posibilidades antes mencionadas y asi en adelante. Lo que en
realidad se hace es construir una secuencia de nimeros {p,} = po, p1, p2, ... de forma
tal que:

lim p, = p,
n—oo
donde p,, es el punto medio del intervalo [ay,,b,] v f(p) = 0. La justificacién formal

de este proceso, es decir la convergencia hacia un unico p, estd dada por el siguiente
teorema.

Teorema 3 (de Interseccién de Cantor). Sea {[ak,bi]} una secuencia de intervalos
cerrados y encajados de forma tal que:

[ao,bo] D [al,bl] DD [an,bn] Doy,

ademds:

lim (b, —a,) =0.

n—oo

Entonces existe un inico punto p € [an,by] para todon € Ny de forma tal que:

o0

m [an, bp] = {p}

n=0

El método de biseccién produce la sucesién {p,} de forma tal que a, < p, < b, y

p € |an, by| para todo n € Ny. Consecuentemente, como p,, = “";rb” entonces:

b—a
on ’

|pn _p‘ < ’bn - an‘ <

para todo n € Ny, asi limy, oo pn = p. Si, ademads se considera que f es continua en
[a, b], entonces lim,,,~ f(pn) = f(p). Por lo tanto:

1
‘pn_an‘ SQTZV)_C”

1
’bn _pn| S 27

De esta manera y aplicando la desigualdad triangular:

|b—al.

-yl =[xz —2)—(y—2) <[z -2+ ]y -2z,

se obtiene:

1 1 1
|p_an‘S‘p_pn|+|pn_an|Sﬁ(b_a)"i_ﬁ(b_a):2n_1 (b_a’)‘

De la misma forma:

’p_bn’ < |p_pn|+‘pn_bn| < on—1 (b_a)'
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Asi:

lim a, = lim b, = p.

n—oo n—0o0
En cada paso, el nuevo intervalo sigue conteniendo a la raiz p. Esto implica que existe
una subsecuencia de {p,} denotada {z,} que es convergente a p de forma tal que
f(zy) > 0 para todo n € Nj. De la misma manera, existe una subsecuencia {y,}
convergente a p de forma tal que f(y,) < 0. Asi:

f(p) = lim f(zn) >0

n—oo

flp) = lim f(yn) <0,

lo que implica que f(p) = 0. Se puede concluir que el método de biseccién produce una
secuencia {p,} que converge a p de forma tal que f(p) = 0. Por lo tanto, el método de
biseccién tiene convergencia segura.

Ahora que se demostré que el método converge, se debe analizar cuando terminar
este proceso. En teoria, termina cuando se obtiene el caso 1 de los antes mencionados
en la obtencién de p,. En la practica, esto es casi imposible debido a los efectos de los
errores de redondeo y la aritmética finita. Es necesario entonces un criterio practico
para detener el proceso. Se procederd a analizar algunas posibilidades:

‘;(bn an)| < g, (2.3)

Ipn —p| <e, (2.4)

f(pn) <e, (2.5)
P <o (A 0). (2.6)

Se deberia iterar hasta que las inecuaciones se satisfagan. Si bien las cuatro opciones
mencionadas son validas bajo ciertas condiciones, es posible analizarlas méas a fondo
para elegir la éptima. La condicién (2.3) no es muy buena como criterio de parada
puesto que depende del tamano del n-ésimo intervalo, mientras que la precision en la
estimacién de p es lo més importante. La condicién (2.4) requiere conocer p, lo que
no es razonable puesto que el valor de p es lo que se estd tratando de determinar.
La condicién (2.5) estd basada en f(p,), y nuevamente el interés se centra en cémo
prn, aproxima p. Por lo tanto, la mejor opcién es la (2.6). Esta condicién indica que el
algoritmo termina cuando el valor de p,, es lo suficientemente cercano al valor de p,_1.

En la figura 2.1 se muestra el intervalo inicial [ag, by] y el punto medio de dicho
intervalo: po. En la figura 2.2 continta el proceso iterativo, donde [ag,po] = [a1,b1] ¥
p1 es el punto medio del [a1, b;]. Nuevamente, la raiz queda encerrada dentro del nuevo
intervalo. Este proceso continta hasta que se verifica la condicién (2.6) y se obtiene
una aproximacién aceptable a la raiz.

Denotando €, = |px — p| el error absoluto cometido en el paso k, se sigue que
lex| < (b—a)/2F, k> 0, lo que implica limy_,« |ex| = 0. El método de biseccién tiene
por tanto convergencia global. Més atn, para lograr |p,, — p| < &, se debe tener en
cuenta que:

m > logy (b — a) — logy(e) = 10g(§gg_(;;)/€) ~ 1Og((()l’76g3?/€)
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-1

-2
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. -

pd

2 3 4

Figura 2.1: Primera iteracién genérica del método de biseccion.

al p1 /T

pd

2 3 4

Figura 2.2: Segunda iteracion genérica del método de biseccién.
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i aj b; Pi €a €r

0 | 2,0000000 | 4,0000000 | 3,0000000 - -

1 | 3,0000000 | 4,0000000 | 3,5000000 | 5,00E-01 | 1,43E-01
2 | 3,0000000 | 3,5000000 | 3,2500000 | 2,50E-01 | 7,69E-02
3 | 3,2500000 | 3,5000000 | 3,3750000 | 1,25E-01 | 3,70E-02
4 | 3,2500000 | 3,3750000 | 3,3125000 | 6,25E-02 | 1,89E-02
5 1 3,3125000 | 3,3750000 | 3,3437500 | 3,13E-02 | 9,35E-03
6 | 3,3125000 | 3,3437500 | 3,3281250 | 1,56E-02 | 4,69E-03
7 | 3,3125000 | 3,3281250 | 3,3203125 | 7,81E-03 | 2,35E-03
8 | 3,3125000 | 3,3203125 | 3,3164062 | 3,91E-03 | 1,18E-03
9 | 3,3164062 | 3,3203125 | 3,3183593 | 1,95E-03 | 5,89E-04
10 | 3,3183593 | 3,3203125 | 3,3193358 | 9,77E-04 | 2,94E-04
11 | 3,3193358 | 3,3203125 | 3,3198241 | 4,88E-04 | 1,47E-04
12 | 3,3198241 | 3,3203125 | 3,3200683 | 2,44E-04 | 7,36E-05
13 | 3,3198241 | 3,3200683 | 3,3199461 | 1,22E-04 | 3,68E-05
14 | 3,3199461 | 3,3200683 | 3,3200071 | 6,10E-05 | 1,84E-05
15 | 3,3199461 | 3,3200071 | 3,3199766 | 3,05E-05 | 9,19E-06
16 | 3,3199766 | 3,3200071 | 3,3199918 | 1,52E-05 | 4,58E-06
17 | 3,3199918 | 3,3200071 | 3,3199994 | 7,60E-06 | 2,29E-06

Tabla 2.1: Salida del algoritmo de biseccién del ejemplo 8.

Ejemplo 8. La funcién f(z) = 22 —2x + cos(z+ 1) — 4 posee dos raices en el intervalo
[-2; 4], denominadas r1 y ra, donde r1 < ro. Utilizando el método de biseccidn es
posible obtener ambas, sin embargo, se calculard sdlo el valor de ri. Ahora f(2) < 0,
f(4) > 0 y como f es continua en [2,4] se asequra la existencia de una raiz en ese
intervalo. La tabla 2.1 muestra la aplicacion del método con un wvalor de tolerancia
de ¢ = 1 x 1075 en error absoluto para la sucesion convergente y las figuras (2.3) y
(2.4) muestran la convergencia hacia la raiz y los errores. Es de notar que en escala
logaritmica, se visualiza como constante el descenso de los errores, tanto absoluto como
relativo.

3.5 L 4

3.4

23 ® ® o ¢ 0 © 06 ¢ 0 0 0 ¢ o

3.2 —

3.1

0 4 8 12 16

Figura 2.3: Convergencia del método de biseccion del ejemplo 8.
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N \
107

4 8 12 16

Figura 2.4: Error absoluto, marcado con circulos azules, y error relativo, identi-
ficado con rombos rojos, de los iterados del algoritmo de biseccién del ejemplo 8.
Escala logaritmica en el eje de las ordenadas.

Comandos de EMT. El comando para aplicar biseccion es:

» bisect(f$:string, a:nimero, b:nimero, y:nimero), donde f$ es una fun-
cion de x expresada como string; a y b forman el intervalo de biusqueda; y es un
pardmetro opcional para resolver f(x) =y en vez de f(x) = 0.

Ejemplo en EMT 2. Calcular la raiz de la funcion f(x) = cos(x) + x que estd en el
intervalo [—2; 2], utilizando el algoritmo de biseccion.

>bisect("cos(x)+x",-2,2)
-0.739085133215

2.2. Meétodo de Punto Fijo

Este método se basa en el hecho de que, para una funcién dada f : [a,b] — R,
siempre es posible transformar el problema f(x) = 0 en el problema equivalente
x — ¢(x) = 0, donde la funcién auxiliar ¢ : [a,b] — R debe ser elegida de cierta
forma para que ¢(a) = a siempre que f(a) = 0. Aproximar los ceros de una funcién se
transforma en el problema de encontrar los puntos fijos del mapeo ¢, lo que se realiza
siguiendo el siguiente algoritmo iterativo: dado xg, sea:

Tpy1 = O(Zn), (2.7)

para n € Ng.

Se dice que (2.7) es una iteracion de punto fijo y ¢ es su funcion de iteracion
asociada. La eleccion de ¢ no es unica. Por ejemplo, cualquier funcién de la forma
¢(z) = v+ F(f(x)), donde F es una funcién continua tal que F'(0) = 0 es admisible
como funcion de iteracién. Los dos resultados siguientes proveen condiciones suficientes
para que el método de punto fijo converja a la raiz « del problema.

Teorema 4 (Existencia y unicidad del punto fijo). Sea el mapeo ¢ € Cl[a,b], entonces:

1. Si ¢(x) € [a,b], Yx € [a,b], entonces ¢ tiene al menos un punto fijo o € [a, b].
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2. Si ¢/(x) estd definida en (a,b) y se verifica que |¢'(x)| < 1, Vz € (a,b), entonces
el punto fijo o de ¢ en [a,b] es unico.

Demostracion. Si ¢(a) = a 6 ¢(b) = b, el primer consecuente del teorema estd demos-
trado. Si no se da esa condicién, entonces se cumple que ¢(a) € (a,b] y ¢(b) € [a,b).
Por lo tanto la funcién f(z) = x — ¢(x) tiene la propiedad:

fla)=a—ola) <0, f(b)="b—a(b) > 0.

Al aplicar el teorema del valor intermedio, se asegura la existencia de un « € (a, b) tal
que f(a) = 0 entonces a = ¢(«) con lo que se asegura la existencia del punto fijo. Para
demostrar la unicidad se supondran dos puntos fijos a1, s € [a,b]. Por el teorema del
valor medio, es posible identificar un ¢ € (a1, a2) tal que:

P(a1) — ¢(az)

a1 — Q2
a1 — Qg

¢'(c) =

a1 — Qa2

pero esto contradice la hipétesis planteada. Por lo tanto, queda demostrado el segundo
consecuente. O

Teorema 5 (Convergencia de las iteraciones de punto fijo). Dada la secuencia
Tnt1 = ¢(xy), para n € Ny, dado zo y asumiendo que:

L] gb: [a, b] — [a,b];
LIRS Cl([avb]);
» JK < 1:|¢/(z)| < K,Vz € [a;)].

Entonces ¢ tiene un unico punto fijo o en |a;b] y la secuencia {x,} converge a o para
todo xo € [a;b]. Ademds, se verifica que:

. Tpyl — &
lim =l =
n—+o0o Ty —

=¢'(a) (2.8)

El teorema 5 asegura la convergencia de la secuencia x,, a la raiz « para cualquier
punto que se elija como semilla dentro del intervalo [a;b]. Es decir que se asegura la
convergencia global del método dentro de las condiciones anteriores. Sin embargo, en
la practica, es a menudo muy dificil determinar a priori los extremos del intervalo de
convergencia [a;b]. En dichos casos, es muy 1til el siguiente resultado:

Teorema 6 (de Ostrowski). Sea a un punto fijo de la funcion ¢, la que es continua
y diferenciable en una vecindad de . Si |¢'(«)] < 1 entonces existe § > 0 tal que la
secuencia T, converge a o para cualquier valor xo que cumpla que |xg — af < 6.

Nota. Si |¢/(a)| > 1 y z, es lo suficientemente cercano a «, entonces, de acuerdo a
(2.8) |¢'(xy)| > 1, entonces |xpi1 — | > |z, — | y la convergencia es imposible. En
el caso de que |¢' ()| = 1, no hay conclusién con respecto a la convergencia.

Ejemplo 9. Sea ¢(z) = = — 2, que admite o = 0 como punto fijo. A pesar de

que ¢'(a) = 1, si xzg € [—1,1] entonces z, € (—1,1) para k > 1 y converge (muy
lentamente) a «. Si xg = £1, también se cumple que x = « para cualquier k > 1.
Eligiendo x¢ = % el error absoluto después de 2000 iteraciones, con una aritmética de
8 digitos, es 3,93 x 1075, Sea ahora ¢(x) = x + x3, donde también o = 0 es punto fijo.

Nuevamente, ¢’ (a)) = 1 pero en este caso la secuencia xy diverge para cualquier xg # 0.
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i X o(xi) €a €r

0 | 3,0000000 | 4,6536436 - -

1 | 4,6536436 | 1,2027623 | 1,65E+00 | 3,55E-01
2 | 1,2027623 | -5,7582979 | 3,45E+00 | 2,87E+00
3 | -5,7582979 | -0,5096617 | 6,96E+00 | 1,21E+00
4 1-0,5096617 | -1,2423293 | 5,25E4+00 | 1,03E+01
5 | -1,2423293 | -0,9342723 | 7,33E-01 | 5,90E-01
6 | -0,9342723 | -1,0231359 | 3,08E-01 | 3,30E-01
7 | -1,0231359 | -0,9924356 | 8,89E-02 | 8,69E-02
8 1-0,9924356 | -1,0025374 | 3,07E-02 | 3,09E-02
9 | -1,0025374 | -0,9991560 | 1,01E-02 | 1,01E-02
10 | -0,9991560 | -1,0002815 | 3,38E-03 | 3,38E-03
11 | -1,0002815 | -0,9999062 | 1,13E-03 | 1,13E-03
12 | -0,9999062 | -1,0000312 | 3,75E-04 | 3,75E-04
13 | -1,0000312 | -0,9999896 | 1,25E-04 | 1,25E-04
14 | -0,9999896 | -1,0000034 | 4,16E-05 | 4,16E-05
15 | -1,0000034 | -0,9999989 | 1,38E-05 | 1,38E-05
16 | -0,9999989 | -1,0000003 | 4,54E-06 | 4,54E-06

Tabla 2.2: Salida del algoritmo de punto fijo para ¢(x) del ejemplo 10.

Ejemplo 10. La funcién f(x) = 2% —2x+cos(z+1) —4 posee dos raices en el intervalo
[—2; —4], denominadas 71 y r2, donde r1 < ro. Utilizando el método de punto fijo es
posible obtener ry, sin embargo, se intentard calcular ro. Utilizando:
4 —cos(x+1)

¢($) - ) )
yxo = 3 (valor cercano are) se obtienen los datos volcados en la tabla 2.2. Se utilizé € =

1x1075, una aritmética de 8 digitos y truncamiento. En las figuras 2.5 y 2.6 se muestran
la convergencia del método y los errores, respectivamente.

]
4 A
[
]
0
®
® o -0 90 0 0 0 0 0 0 0 o
-4 —
o
0 4 8 12 16

Figura 2.5: Convergencia a la raiz de la funcién del ejemplo 10.

Comandos de EMT. No estd implementado el algoritmo de punto fijo en EMT, sin
embargo es posible realizar diagramas de Verhlust.
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4 8 12 16

Figura 2.6: Error absoluto, marcado con circulos azules, y error relativo, iden-
tificado con rombos rojos, de los iterados del algoritmo de punto fijo del ejemplo
10. Escala logaritmica en el eje de las ordenadas.

= fwebplot(f$:string, a:nimero, b:ndimero, xstart:nimero, n:natural,
color), donde f$ es el mapeo de x expresado como string; a y b forman el inter-
valo de visualizacion grdfica; xstart es la semilla; n es la cantidad de iteraciones
a realizar; color es un pardmetro optativo y permite modificar el color de visua-
lizacion del mapeo.

Ejemplo en EMT 3. Obtener la raiz de f(x) = x—2cos(z), a través de dos mapeos di-
ferentes: ¢1(x) = 2cos(z) y pa(x) = arccos(z/2). Para ambos esquemas, se utilizard la
semilla xg = 1. Mostrar, con los diagramas de Verhlust 6 cobweb y § iteraciones, que
el primero de ellos es divergente, mientras que el seqgundo es convergente.

>fwebplot ("2xcos(x)",0.25,1.5,1.04,8);

>fwebplot("arccos(x/2)",0.5,1.5,0.55,8);

1.2

0.8 \

04 \
0.4 0.8 1.2

Figura 2.7: Cobweb del mapeo ¢;(x).
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1.4
1.2 ——
1
0.8
0.6
-
0.6 0.8 1 1.2 1.4

Figura 2.8: Cobweb del mapeo ¢o(x).

2.3. Meétodo de Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson es uno de los algoritmos més utilizados para en-
contrar raices por una buena razon: es rapido y simple. El Unico inconveniente de este
método es la utilizacién de la funcién f(x) y su derivada f/(z). Més atn, el método de
Newton-Raphson se usa sélo en aquellos problemas en los que es fiacilmente calculable
la derivada f'(z).

La férmula iterativa de Newton-Raphson puede ser derivada de la expansién por
series de Taylor de f(z) en x;41:

f@in) = (@) + (@) (@ien —23) + Owivn —2:)*.
Si ;41 es una raiz de f(z) entonces:
0= f(xi) + f'(@)(@iys — xi) + O(wig1 — ), (2.9)

donde O(z;41 —x;)? representa un término despreciable de la forma K (x; 1 —x;)?, para

K constante. Ahora, si ;41 es lo suficientemente cercano a x;, entonces los términos

de orden superior se vuelven despreciables y se puede resolver la ecuacién (2.9) para
Zi+1. El resultado es la férmula iterativa de Newton-Raphson:

f ()

Tirl =T; — . 2.10

T ) (2.10)

Escrito como una relacién general x,1 = g(x,), no es dificil ver que la ecuacién

(2.10) usa una funcién g definida como:

@
A=y

Recordando que la derivada de g proporciona la descripcién de la convergencia a través
del método de punto fijo, queda:

f'(@) f'(z) = f (@) f"(x)
2

g'(z) =1~
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En la raiz z = « el valor de f(a) es cero por definicién. Por lo tanto, para el
proceso iterativo de Newton-Raphson, ¢'(a) = 0 lo que implica convergencia éptima.
Sin embargo seria 1til analizar el error de convergencia con més detenimiento.

Cuando se analiza la convergencia a través del método de punto fijo, es necesario
calcular cuan alejado del valor «a se encuentra x,,, por lo tanto el andlisis recaerd sobre:

Tng1 — o= g(z,) — g(a),

donde o = g(«) (« es punto fijo de g) y el error cometido es €, = z, — . Entonces
Tn = a + €, y la ecuacién anterior se convierte en:

ent1 = gl +en) — g(a).
Aplicando el Teorema de Taylor:

1
ent1 = g(@) + €,g () + ienzg”(a) +...—g(a)
— / 1 2 1
—eng(a)—l—2en g (a)+...
Como ¢'(a) = 0 se elimina el primer término del lado derecho de la igualdad anterior,

y en las cercanias de « se pueden despreciar los términos de orden superior, con lo que:
2
€nt1 X €p (2.11)

y se muestra que el error en cada paso es proporcional al cuadrado del error cometido
en el paso anterior. Como consecuencia de esto, el nimero de cifras significativas se
dobla en cada iteracién, siempre que x; esté cercano a la raiz.

Ejemplo 11. Se quiere calcular la raiz del polinomio p(x) = 2z% — 1 aplicando el
método de Newton-Raphson. Se elige xg = 0,5 y la funcion de iteracion es:

Tntl = Tp — f/(.f )
n

Se obtiene la siguiente secuencia:

z1 = 0,750000000000000
x9 = 0,708333333333333
z3 = 0,707107843137255
x4 = 0,707106781187345
x5 = 0,707106781186548,

donde se subrayan los digitos correctos y se mota la rdpida convergencia del método.

Aligual que el método de biseccidon, éste método termina su proceso iterativo cuando
se cumple la condicién (2.6). En la figura 2.9 se muestra cémo el método converge a
una raiz luego de cuatro iteraciones para una funciéon genérica.

Ejemplo 12. La funcion f(x) = x? —2x+cos(x+1) —4 posee dos raices en el intervalo
[—2; —4], denominadas ry y a2, donde r1 < ro. Utilizando el método de Newton Raphson
es posible obtener ambas, sin embargo, se calculard solo el valor de ro. En la tabla 2.3
se muestra la secuencia iterativa que converge a ro. Se iterd hasta que el error absoluto
de tolerancia para la secuencia de valores fue menor a 1 x 1075, En las figuras 2.10
y 2.11 se muestran la convergencia del método y los errores, respectivamente, para los
datos de la tabla 2.3.
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x0 x1 x2 x3 x4 _—

1 2 3 4 5

Figura 2.9: Obtencion de la raiz de una funcién genérica a través del método de
Newton-Raphson.

Xj Xi+1 €a €r
3,0000000 | 3,347638 - -
3,3476380 | 3,3201599 | 3,48E-01 1,04E-01
3,3201599 | 3,3199994 | 2,75E-02 | 8,28E-03
3,3199994 | 3,3199994 | 1,61E-04 | 4,83E-05
3,3199994 | 3,3199994 | 0,00E+4+00 | 0,00E+00

= W N R O e

Tabla 2.3: Salida del algoritmo de Newton-Raphson para xg = 3 del ejemplo 12.

. I $ ¢

3.2

341

0 1 2 3 4

Figura 2.10: Convergencia del método de Newton-Raphson para la raiz ro del
ejemplo 12.
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10
1078 \
10

10712 \

1 2 3 4

Figura 2.11: Error absoluto, marcado con circulos azules, y error relativo, iden-
tificado con rombos rojos, de los iterados del algoritmo de Newton-Raphson del
ejemplo 12. Escala logaritmica en el eje de las ordenadas.

Comandos de EMT. El comando para aplicar el método de Newton-Raphson es:

» newton(f$:string, df$:string, x:ntmero, y:nimero), donde f$ es la fun-
cion de x a resolver, expresada como string; df$ es la derivada de la funcidn
f, expresada como string; x es la semilla; y es un pardmetro optativo y permite
resolver f(z) =y en vez de f(x) =0.

Ejemplo en EMT 4. Obtener la primera raiz positiva de f(r) = x?cos(z) +z. A

través de un grafico se observa que es cercana a x = 2, por lo que se utilizard ese valor
como semilla:

>newton("x"2*cos (x)+x","2*x*cos (x)-x"2*sin(x)+1",2)
2.07393280909

2.4. Meétodo de la Secante

Una de las principales complicaciones del método de Newton-Raphson es la obten-
cién analitica de f'(z) y a esto se suma que se debe calcular en cada paso el valor de
f'(xy). Sin embargo este proceso se simplifica si en vez de tomar la derivada en cada
punto se utiliza una aproximacién numérica (recta secante en vez de recta tangente).
Puesto que:

f/(xn) —  lim f(xn_1) — f(‘wn)’

Tpn—1—Tn Tp—1 — Tp

entonces:

f(@n-1) = f(@n)

Tn—-1 — Tn

f'(an) ~
y esta aproximacién es la que se utilizard en (2.10):
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Tt = f'(wn)
Tp—1 — Tn
Fnn) — Fan?
_ Tolf(Tn-1) = f(zn)] = [Tn-1 — 0] f(zn)
a f(zn-1) — f(xn)
_ Tnf(Tn-1) — Tn_1f(2n)
B f(xn—1) — f(zn) ’
sumando 1 a cada subindice para definir x,42 en forma iterativa se obtiene lo que se
denomina método de la secante:

::L‘n—

_ Tn1f(Tn) — Tnf(Tny1)

T T ) — f(@anr)

Ahora, es necesario contar con x, y Tny1 para obtener x,is. Luego, con x,i1
y Zn42 se repite el proceso (2.12) y se obtiene z,43. El método termina cuando se
cumple la condicién (2.6). En la figura 2.12 se muestran los valores xg, x1, 2, 3, r4 de
la secuencia iterativa. Es de notar que el proceso de obtencion de raiz atin no termind,
pero se suspendid para no sobrecargar el grafico.

(2.12)

Es de notar que la ecuacién (2.12) lleva involucrada una carga algebraica imporante.
La versién original, donde la aproximacién a f’(x) se calcula por separado, presenta
una pequena diferencia con esta versién algebraica. Sin embargo, ambas convergen con
la misma rapidez hacia la raiz, bajo las condiciones iniciales adecuadas.

/\\-’\

100 /

x0 xfl x4 TI

7 8 9 10 11

Figura 2.12: Obtencién de la raiz de una funcion genérica, a través del método
de la secante.

Ejemplo 13. La funcién f(x) = x? —2x+cos(x+1) —4 posee dos raices en el intervalo
[—2; —4], denominadas r1 y r2, donde r1 < ro. Utilizando el método de la secante es
posible obtener ambas, sin embargo, se calculard sélo el valor de ro. La tabla de iteracion
para ro es 2.4. En la figura 2.13 se aprecia la convergencia hacia la raiz y en la figura
2.14 se muestran los dos errores: absoluto (circulos) y relativo (rombos).

Comandos de EMT. El comando para aplicar el método de la secante es:
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i X Xit1 Xit2 €a €r
0 | 2,8000000 | 3,1000000 | 3,3521002 - -
1| 3,1000000 | 3,3521002 | 3,3183849 | 3,37E-02 1,02E-02
2| 3,3521002 | 3,3183849 | 3,3199884 | 1,60E-03 | 4,83E-04
3 | 3,3183849 | 3,3199884 | 3,3199994 | 1,10E-05 3,31E-06
4] 3,3199884 | 3,3199994 | 3,3199994 | 0,00E+00 | 0,00E+00

Tabla 2.4: Salida del algoritmo de la secante para xo = 2,8 y 1 = 3,1 del ejemplo

13.

3.35

3.34

3.33

3.32

——— §

?

0

1

2

3

Figura 2.13: Convergencia hacia la raiz de la funcién del ejemplo 13, a través del

método de la secante.

\

AN

AN

~N

1

2

3

4

Figura 2.14: Error absoluto, marcado con circulos azules, y error relativo, iden-
tificado con rombos rojos, de los iterados del algoritmo de la secante del ejemplo

13. Escala logaritmica en el eje de las ordenadas.
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» secant(f$:string, a:ndimero, b:nuimero, y:numero), donde f$ es la funcion
de x a resolver, expresada como string; a y b forman el intervalo de exploracion,
aunque b es un parametro optativo (si no se declara se utiliza un entorno centrado
en a como intervalo de exploracidn); y es un pardmetro optativo y permite resolver
f(z) =y en vez de f(x) =0.

Ejemplo en EMT 5. Obtener la primera raiz positiva de f(x) = x?cos(x) + =,

utilizando el método de la secante. A través de un grdfico se observa que es cercana a
x = 2, por lo que se utilizarda como semilla:

>secant ("x"2*cos (x)+x",2)
2.07393280909

2.5. Método de Regula-Falsi

Este método, también llamado de la Falsa Posicidon, aprovecha la secuencia de rectas
generadas por el método de la secante pero para la seleccién de los puntos se basa en
el método de biseccion.

Dada f(z) continua y dados zg y z1 tales que f(xo)f(z1) < 0 se construye la
recta secante que pasa por ellos. Si x5 es la raiz de la secante, entonces la raiz de f se
encuentra en el intervalo (xg, z2) siempre y cuando f(x¢)f(x2) < 0. Si f(zg)f(z2) >0
entonces se selecciona el intervalo (z2, 1) para seguir aplicando el proceso iterativo.

Es decir que:
Trpl = xn’f<xn) - xnf<xn’)
flan) = fzw)
donde x,, depende de f(z) puesto que f(xy)f(zy) < 0.
En la figura 2.15 se aprecia cémo el método opera: se forma la secante que pasa por
xo y x1, su raiz xo se utiliza como abscisa. En este caso, como f(z1)f(z2) > 0 entonces
x2 reemplaza a x1. Luego se forma la secante que pasa por xg y x2, su raiz es x3. Como
f(xo) f(xz3) > 0 entonces w3 reemplaza a xg. De la secante entre zo y x3 se obtiene x4.
Este proceso se repite hasta lograr la condicién de convergencia. A veces puede ocurrir
que uno de los extremos del intervalo de exploraciéon permanezca constante a lo largo
de todo el proceso iterativo. Esto no tiene relacién con la distancia de los extremos del
intervalo a la raiz, es una cuestién netamente geométrica.

(2.13)

Ejemplo 14. La funcién f(x) = x? —2x+cos(x+1) —4 posee dos raices en el intervalo
[—2; —4], denominadas r1 y ro, donde r1 < ro. Utilizando el método de requla falsi es
posible obtener ambas, sin embargo, se calculard sélo el valor de ro. La tabla de iteracion
que converge en 9 es 2.5. En la figura 2.16 se muestra la convergencia del método y
en la figura 2.17 se visualizan los errores.

2.6. Analisis de convergencia

Cémo caracterizar la eficiencia computacional de un algoritmo iterativo? Los al-
goritmos secuenciales se caracterizan generalmente por la cantidad de flops' que se
deben realizar para una cantidad ya definida de pasos. Para comparar la eficien-
cia de los distintos métodos iterativos, se debe medir la rapidez con la que los ite-
rados x1,x2,...,%n,..., convergen 6 no a la raiz. Como la soluciéon exacta se des-
conoce, se comparan los diferentes cocientes que surgen de tomar valores sucesivos

AZpi1 = Tpy1 — Tk Y ATpi2 = Thyo — Ty

Y foating point operations
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100 /
L~
o x0 x3 x4/ /
x2 x1
7 8 9 10 1" 12
Figura 2.15: Cuatro pasos en la obtencién de la raiz de una funcién genérica, a
través del método de regula-falsi.
i a; b; Pi €a €r
0 | 2,0000000 | 4,0000000 | 3,0761652 - -
1] 3,0761652 | 4,0000000 | 3,2891793 | 2,13E-01 | 6,48E-02
2| 3,2891793 | 4,0000000 | 3,3163652 | 2,72E-02 | 8,20E-03
3 | 3,3163652 | 4,0000000 | 3,3195746 | 3,21E-03 | 9,67E-04
4 | 3,3195746 | 4,0000000 | 3,3199498 | 3,75E-04 | 1,13E-04
5 | 3,3199498 | 4,0000000 | 3,3199936 | 4,38E-05 | 1,32E-05
6 | 3,3199936 | 4,0000000 | 3,3199987 | 5,10E-06 | 1,54E-06
Tabla 2.5: Salida del algoritmo de la regula-falsi para ag = 2 y by = 4 del ejemplo
14.
B ° ° °
3.3
3.2
3.1 /
0 2 4 6

Figura 2.16: Convergencia hacia la raiz de la funcién del ejemplo 14, a través del
método de regula falsi.
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| B

1 2 3 4 5 6

Figura 2.17: Error absoluto, marcado con circulos azules, y error relativo, iden-
tificado con rombos rojos, de los iterados del algoritmo de regula-falsi del ejemplo
14. Escala logaritmica en el eje de las ordenadas.

» Silos cocientes Azyyo/ Az tienden a estabilizarse en torno a un valor constante
Cr y 0 < Cp < 1, entonces el método tiene convergencia lineal y la tasa de
convergencia lineal es Cr. Cuanto mas cercano a 0 sea el valor de Cf,, més rapida
serd la convergencia y cuando més proximo a 1, més lenta. Si C, > 1, entonces
los iterados divergen.

» Silos cocientes Axgyo/Axyiq tienden a cero y los cocientes Axyio/Axy 1%, para
cierto 1 < a < 2 tienden a estabilizarse, entonces el método tiene convergencia
superlineal.

» Silos cocientes Azy.yo/Axyy1 tienden a cero y los cocientes Axyyo/ Axjq? tien-
den a estabilizarse, entonces el método tiene convergencia cuadratica.

En la practica, el tipo de convergencia indica el trabajo necesario para alcanzar
determinada precisién. Con un método que converge linealmente, cada cierta cantidad
de iteraciones (por ejemplo cada 3), se obtiene un digito adicional exacto en la solucién.
En cambio si hay convergencia cuadratica, con la misma cantidad de iteraciones que
antes se duplica el nimero de decimales exactos.

Los métodos de biseccion y regqula-falsi convergen linealmente. El método de punto
fijo, si converge, lo suele hacer linealmente, aunque puede tener convergencia cuadratica
0 superior en casos especiales. El método de Newton-Raphson converge cuadraticamen-
te, si se dan las condiciones adecuadas (cdlculo de una raiz simple). El método de la
secante tiene, generalmente, convergencia superlineal.

Ejemplo 15. Los iterados de los ejemplos donde se calculé alguna raiz de
f(x) = 2% — 22 + cos(x + 1) — 4 tienen tasas de convergencias acordes a lo plan-
teado anteriormente: biseccion, requla-falsi y punto fijo convergen linealmente, siendo
el mas rapido requla-falsi, con una tasa de convergencia de 0,116 aprorimadamente;
Newton-Raphson y secante fallan en el testeo de convergencia lineal, teniendo Newton-
Raphson convergencia cuadrdtica y secante convergencia superlineal de tasa 1,63575
aprorimadamente. En la tabla 2.6 se muestran las sucesivas divisiones de iterados para
el testeo de convergencia lineal; en la tabla 2.7 el testo de convergencia cuadrdtica y la
confirmacion de convergencia superlineal para el método de la secante.
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k | Biseccién | Punto Fijo | Newton-Raphson | Secante | Regula-Falsi
0 | 0,50000000 | 2,08683490 0,07904122 0,04756001 0,12762488
1 | 0,50000000 | 2,01718330 0,00584110 0,00685999 0,11805384
2 1 0,50000000 | 0,75399954 0,00000000 0,00000000 | 0,11690658
3 | 0,50000000 | 0,13959199 - - 0,11673773
4 1 0,50000000 | 0,42045947 - - 0,11643835
5 | 0,50000000 | 0,28846488 - - -
6 | 0,50000640 | 0,34547684 - - -
7 | 0,49998720 | 0,32904630 - - -
8 | 0,49997439 | 0,33473340 - - -
9 | 0,50005120 | 0,33285424 - - -
10 | 0,50010239 | 0,33346364 - - -
11 | 0,50040950 | 0,33310241 - - -
12 | 0,49918166 | 0,33274676 - - -
13 | 0,49999999 | 0,33173076 - - -
14 | 0,49836065 | 0,32898550 - - -
15 | 0,50000000 - - - -
Tabla 2.6: Célculo de Axy o/Axy 1 para los iterados de la solucién de f(x).
k | Newton-Raphson (o = 2) | Secante (o = 2) | Secante (a = 1,63575)
0 0,22736671 1,41063580 0,41037028
1 0,21257602 4,27813760 0,41039411
2 0,00000000 0,00000000 0,00000000

Tabla 2.7: Célculo de Azyyo/Axf, | para los iterados de la solucién de f(x).
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k | Biseccién | Newton-Raphson | Secante | Regula-Falsi
0 | 0,50000000 0,66666664 1,06872130 0,97301773
1 | 0,50000000 0,66666668 0,66666031 0,97351291
2 | 0,50000000 0,66666664 0,79278687 | 0,97398877
3 | 0,49999998 0,66666666 0,74091541 0,97444960
4 | 0,50000000 0,66666667 0,76034065 0,97489180
5 - 0,66666668 0,75278883 0,97531951
6 - 0,66666665 0,75568333 0,97573376

Tabla 2.8: Célculo de Axgyo/Axyp41 para los iterados de la solucién del ejemplo
16.

Es sabido que el método mas rapido presentado hasta ahora, Newton-Raphson,
pierde su convergencia cuadritica cuando busca una raiz real que no sea simple. sin
embargo, esto no afecta el comportamiento de los otros métodos. Debe tenerse en
cuenta al aplicar el método de punto fijo que nunca se sabe de antemano la velocidad
de convergencia para el mapeo ¢(z) elegido.

Ejemplo 16. El polinomio f(x) = x> posee una raiz miltiple en x = 0. Al ejecutar los
distintos algoritmos, todos logran convergencia lineal con algunas diferencias. El algo-
ritmo de biseccion se aplicd en el intervalo [—0,11;0,1], logrando una tasa de 0,5 en 4
iteraciones; con Newton-Raphson y xg = 0,1 se obtiene una tasa 0,666666 en 23 itera-
ciones; con secante y el intervalo [—0,11;0,1] la convergencia se logra en 29 iteraciones
con una tasa de 0,754877; con Regula-Falsi se obtiene la raiz en 184 iteraciones y una
tasa de 0,993773 al utilizar el intervalo [—0,11;0,1] como intervalo inicial. En todos los
casos, se utilizo una aritmética de 8 digitos de mantisa y truncamiento. En la tabla
2.8 se muestran algunas de las divisiones realizas para calcular la tasa de convergencia.
Para este ejemplo y con las condiciones dadas, el método mds rdpido es biseccion.

2.7. Fallos en la aplicacién de los métodos iterativos

Los métodos iterativos ofrecen una manera simple de encontrar raices de funciones
continuas generando sucesiones de puntos que convergen a la raiz deseada. Sin embargo,
esto no siempre se cumple. De los métodos vistos, el tinico que asegura la convergencia
es el método de biseccién, pues su desarrollo se basa en el concepto de completitud de
R. Por eso, se recomienda siempre acotar el intervalo donde se encuentra la raiz por
medio de algunas iteraciones por biseccion, para luego continuar con alguno de los otros
métodos.

2.7.1. Divergencia en Punto Fijo

Cuando se presenté este método, se dieron ciertas condiciones para asegurar la
convergencia de la secuencia iterativa. Uno de los problemas que se plantean es verificar
el Teorema de Ostrowski en cada paso del proceso. Sin embargo, la principal dificultad
radica en cémo se crea la funcién de iteracién 6 mapeo ¢(x). Se puede hacer por
medio de despejes, sumando el mismo término a ambos miembros, multiplicando ambos
miembros por una constante y/o variable, entre otros procesos algebraicos:

Ejemplo 17. Sea f(z) = —222 +3z+ 1, 290 = 1,2 y ¢ = 1 x 1075, Ewristen varias
opciones para crear ¢(x), todas con diferentes resultados:
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= _1%%2, converge a —0,280776 luego de 14 iteraciones.
=T = ﬁ, converge a —0,280776 tras 9 iteraciones.
n = 3’”2“, converge a 1,78078 después de 14 iteraciones.
== 39”2:1, converge a 1,78078 luego de 8 iteraciones.

» x =222 —1— 2z, no converge, no cumple con el Teorema de Ostrowski.

3 . . . .o
= 32;3_1, converge a 0 tras 6 iteraciones. No es una raiz del problema original,

la creacion de ¢(x) afectd los puntos de convergencia del método.

T

2.7.2. Fallas en Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson puede fallar de varias formas. Una de las formas
mas basicas en las que falla es la finalizacion prematura 6 breakdown, que ocurre cuando
para algin z,, se cumple que f’(z,) = 0. Algebraicamente es imposible dividir por cero,
pero geométricamente se trata de una recta tangente a la curva que es paralela al eje de
las abscisas. Esto se observa en la figura 2.18, donde f(z) = 2% —42—1y xo = 0,838917.
Por lo tanto z1 = —1,15470 y no se puede determinar xs.

x0

A N\
_2 AN /

-4

-2 -1 0 1 2

Figura 2.18: Finalizaciéon prematura del algoritmo Newton-Raphson, no se puede
determinar xs.

Otra las fallas que puede presentar este método es que la secuencia de iterados
{zy} se aleje cada vez mas de la raiz «, como se aprecia en la figura 2.19. En este caso,
f(z) = xze™®; 2o = 1,3; 1 = 5,6333333; zo = 6,8491606; x5 = 8,0201253 y x4 =
9,1625728 y asi contintia la sucesion, siempre en forma creciente.

La dltima de las formas en la que el algoritmo de Newton-Raphson puede fallar al
buscar una raiz es cuando el proceso iterativo genera una sucesion oscilante. En este
caso, f(x) =23 — 224+ 2; 290 =0; x1 = 1 y 22 = 0 = xg, con lo que el proceso iterativo
no termina nunca. El grafico de esta funcion estd representado en la figura 2.20.

2.8. Ejercicios

1. Construir los siguientes algoritmos en PC:

44



2. Resolucion de Ecuaciones No Lineales

0.4

0.3

0.2

0.1

APUNTES DE CALCULO NUMERICO | con aplicaciones sobre Euler Math Toolbox | S. Herndndez

/ h
. o

x0 x1 x2 x4
0 2 4 6 8 10
Figura 2.19: Divergencia del algoritmo Newton-Raphson, la sucesion crece inde-
finidamente.

x0$x2 xl

-2 -1 0 1 2

Figura 2.20: Oscilacion de los sucesién generada por Newton-Raphson.
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2. Resolucion de Ecuaciones No Lineales

a) Método de biseccién. Entrada: una funcién; dos valores de abscisa entre
los cuales se encuentra la raiz; cantidad méxima de iteraciones; tolerancia
para el stop del algoritmo. Salida: la raiz buscada é un cartel que indique la
no convergencia del método. Opcional: mostrar la tabla de convergencia y el
grafico de las iteraciones.

b) Método de punto fijo. Entrada: una funcién de iteracién; un valor de
abscisa inicial; cantidad maxima de iteraciones; tolerancia para detener el
algoritmo. Salida: la raiz buscada 6 un cartel que indique la no convergencia
del método. Opcional: graficar las iteraciones.

¢) Método de Newton-Raphson. Entrada: una funcién; un valor de abscisa
para iniciar las iteraciones; cantidad maxima de iteraciones; error para de-
tener el algoritmo. Salida: la raiz encontrada 6 un cartel que anuncie la falla
en la convergencia del método. Opcional: método de la secante.

. Utilizando el método de Newton-Raphson y una calculadora bésica (s6lo opera-

ciones de 4, —, x y =), calcular el valor de v/75 con cuatro decimales correctos.

. Encontrar la rafz real mas pequefia de 2> — 3,232% — 5,542 4+ 9,84 = 0 a través del

método de bisecciéon en [—3;0]. Tterar hasta que el error sea menor a 1073.

. Probar el cédigo del método de biseccién creado en el ejercicio 1 con las siguientes

funciones:

a) x71 —tan(x) en [0;7/2]

) 271 — 2% en [0;1]

) 277 +€” +2cos(x) — 6 en [1; 3]
)

d) (z3 + 422 + 32+ 5) /(223 — 922 + 187 — 2) en [0;4]

T
T

S

C

. Una de las raices de cosh(x) cos(x) — 1 = 0 pertenece al intervalo [4; 5]:

a) Calcularla utilizando los métodos de la secante y Newton-Raphson. En am-
bos casos usar como criterio de stop € = 1072.

b) Comparar los resultados.

¢) Mostrar gréficamente que el método de Newton-Raphson no converge a esta
raiz si se utiliza xg = 4.

. Una raiz de tan(x) — tanh(z) = 0 pertenece al intervalo (7,0;7.,4). Encontrar

dicha raiz con tres decimales correctos iterando a través del método de biseccion
y regula falsi.

. Verificar los tipos de convergencia cuando se calcula la raiz de f(z) = cos(x), en

el intervalo [0; 4], utilizando e = 1073, con los métodos de Newton-Raphson con
xo = 3y biseccion con el intervalo inicial: [1;2].

. Aproximar, con una tolerancia de ¢ = 1072, la raiz que f(z) = 22 + 1 — /32

posee en el intervalo [0, 2]. Utilizar el método de la secante.

. [EMT] Dada la ecuacién no lineal 8z — cos(z) — 222 = 0:

a) Representarla graficamente para averiguar el nimero de soluciones.
b) Resolverla aplicando biseccién y regula-falsi, e = 1075,

¢) Transformarla en una ecuacién de punto fijo de dos formas diferentes a fin
de compararla con las resoluciones anteriores.
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2. Resolucion de Ecuaciones No Lineales

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

d) Calcular la tasa de convergencia de los métodos utilizados.
Dado el sistema no lineal:
R - y2 =1
y —sin(z?) = 0
a) Determinar, graficamente, las soluciones del sistema.

b) Transformarlo en una ecuacién no lineal e iterar mediante el método de punto
fijo hasta que € = 1072 . Contabilizar los puntos iniciales y la cantidad de
iteraciones hasta llegar a la solucion.

¢) Repetir el inciso anterior utilizando el método de Newton-Raphson. Com-
probar la convergencia cuadratica del método.

[EMT] Sea f(r) = cos?(2x) — 22 una funcién definida en el intervalo [0;1,5].
Tomando como tolerancia ¢ = 1 x 10719 para el error absoluto, determinar en
forma exploratoria para qué valores converge a la solucion interna al intervalo al
utilizar el método de Newton Raphson. Sugerencia: probar cerca de los extremos
de definicién de la funcién.

Investigar los puntos fijos de la funcién:

1 1

. Cudl es el valor de ¢'(z) en esos valores?

Aplicar el método de Newton-Raphson para determinar una de las raices comple-
jas de 22 + 1 = 0. Utilizar zg = 1 + 1.

Mostrar que el algoritmo de biseccién obtiene una mejor precision cuando calcula
la raiz de f(z) = (x — 1)° utilizando la expresién original de f en vez de la
expresion de Horner.

Encontrar la raiz de:
2% — 3627 + 54620 — 45362° 4 224492 — 6728423 + 11812422 — 109584 + 40320,

utilizando el método de biseccién en el intervalo [5,5;6,4]. Luego cambiar el coe-
ficiente —36 a —36,001 y repetir el ejercicio.

Encontrar el valor positivo mas pequeno que puede utilizarse como semilla en el
método de Newton-Raphson de forma tal que f(z) = tan—!(z) diverge.

Crear una funcién iterativa para el método de Newton-Raphson con el fin de
calcular V'R, donde R > 0. Por medio de un répido anélisis grafico de la fun-
cion creada, determinar algunos valores iniciales para los cuales el algoritmo es
convergente.

El polinomio p(z) = 2% + 9622 — 199z — 294 tiene raices —1, 3 y —98. El punto
xg = 1 deberia ser un buen inicial para las raices cercanas. Explicar qué pasa al
ejecutar el algoritmo de Newton-Raphson.

[EMT] Para las siguientes funciones e intervalos, utilizar algoritmo que no de-
pendan de la derivada para obtener una raiz:

a) 2 —1, en [0;10]
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

b) tan(x) — 30z, en [1;1,57]
c) 22— (1 —2)19 en [0;1]
d) 3 +10 4 en [-0,75;0,5]
e) re ¥ en [—1;4]

Mostrar que las siguientes funciones son contractivas en los intervalos indicados:

a) (14 2?)~! en un intervalo cerrado arbitrario
b) x/2 en [1;5]

¢) tan~!(z) en un intervalo cerrado arbitrario que no contenga al 0

Con el método de punto fijo y la semilla zg = 2,999 iterar con una aritmética de
5 digitos y hasta obtener uno de los puntos fijo del mapeo F(z) = 2 + (z — 2)*,
en este caso a = 2. jQué orden de convergencia se obtiene?

Mostrar que la funcién F(z) = 4z(1 — x) mapea el intervalo [0;1] en si misma
y no es una contracciéon. Encontrar su punto fijo. ;Por qué esto no contradice al
Teorema de Banach?

Mostrar que la funcién f(x) = 2+ x — tan~!(z) tiene la propiedad |f'(z)| < 1.
Probar que f no tiene un punto fijo. Explicar por qué esto no contradice al
Teorema del Mapeo Contractivo.

Comparar los algoritmos desarrollados en FEMT para resolver la ecuacion
p(xr) = 2% —1 = 0, con una tolerancia de 107¢. Utilizar, cuando la semilla
sea un intervalo, al [0; 1,5]; cuando la semilla sea un valor inicial, a xo = 0,5.

La ecuacién logistica z = az (1 —x), a > 0 es una ecuacién de punto fijo que
modela una poblacién cuyo crecimiento estd limitado. Es muy conocida porque
los iterados pueden presentar un comportamiento cadtico.

Determinar analiticamente los puntos fijos de la ecuacién logistica.

S

S

i Para qué valores de a es atrayente cada uno de los puntos fijos?

o

) (Para qué valores de a las iteraciones convergen cuadréticamente?

U

Mostrar que, para valores del parametro a entre 0 y 4, la funcién de punto
fijo g(x) = ax(1l — ) aplica el intervalo [0; 1] en s{ mismo.

e) Comprobar que, para a = 0,5, con cualquier estimacién inicial en [0; 1], los
iterados convergen a 0. Verificar que la convergencia es lineal.

f) Comprobar que, para a = 2, la convergencia es cuadratica.
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S.E.L.
Métodos Directos

En este capitulo se trata de dar soluciéon a un sistema de n ecuaciones lineales
con n incognitas. Es una de las ramas mas importantes del calculo numérico, puesto
que es casi imposible desarrollar métodos discretos sin plantear sistemas de ecuaciones
lineales. Mds atin, los sistemas que se forman a partir de problemas fisicos y/o quimicos
son generalmente grandes en dimensién, necesitando una gran cantidad de recursos
como para ser resueltos en forma exacta. Para este tipo de problemas, generalmente
involucrando matrices sparse!, existen métodos especiales que se agrupan en una de
las rutinas computacionales mas conocidas: LAPACK (Linear Algebra PACKage), que
fue programada en Fortran77.

Antes de comenzar a describir los métodos directos de resolucién, que involucran
una cantidad finita de pasos a desarrollar, se daran ciertas definiciones necesarias para
comprender los conceptos en los que se basan.

3.1. Conceptos basicos

3.1.1. Unicidad de las soluciones

Un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas:

Apxr + Appxs + ..o+ Ay, = by
Aoz + Agoxo + ... + Aoy, = bo
Asix1 + Assxo + ... + Asgpxy, = b3

Ap1ry + Apowa + ..+ Appyn = by,

se puede escribir en forma matricial de la siguiente manera:

A A - A, x1 b1
Agr Ay -+ Agy Ty | bo
Anl An2 T Ann T bn

6 Ax = b, donde A es la matriz de coeficientes, x es el vector de incégnitas y b es el
vector de constantes. Dicho sistema tiene solucién tnica, si y sélo si el determinante
de la matriz de coeficientes es no singular, es decir que |A| # 0. Entonces las filas y

luna matriz se denomina sparse o rala si mas de la mitad de sus elementos son ceros
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3. S.E.L. - Métodos Directos

columnas de dicha matriz son linealmente independientes, es decir que ninguna fila (o
columna) es combinacion lineal de otras filas (o columnas).

Si la matriz de coeficientes es singular, entonces el sistema tiene infinitas soluciones,
6 ninguna solucién, dependiendo del vector de constantes.

Ejemplo 18. EI sistema de ecuaciones:

20 +y=3
dr4+2y =6

tiene infinitas soluciones. La matriz de coeficientes es singular y una de las ecuaciones
es combinacion lineal de la otra. Es decir que cualquier solucion de la primera de ellas
es también solucion de la otra y viceversa.

Ejemplo 19. El sistema de ecuaciones:

2v+y=3
dr +2y =10

no posee soluciones. La matriz de coeficientes es singular pero ninguna ecuacion es
combinacion lineal de la otra. Es decir que ninguna de las soluciones que posee la
primera ecuacion satisface la sequnda.

Ejercicio 6. Graficar los sistemas de ecuaciones de los ejemplos anteriores para con-
firmar la existencia ¢ no de las soluciones.

3.1.2. Normas vectoriales y matriciales

Una cuestion obvia que surge de analizar la unicidad de las soluciones en un sistema
es: jqué pasa si la matriz de coeficientes es casi singular, es decir que |A| es muy
pequeno? Un planteo logico es jcudndo se dice que un determinante es pequeno? Es
necesario tener un patrén de medida, un valor para poder comparar y decidir si el
determinante es pequenio o no. Para ello, se lo puede comparar con alguna de las
normas matriciales existentes y decir que el determinante es pequeno si:

Al < [|A].
Las siguientes son las normas matriciales mas utilizadas.

Definicion 6. Sea V un espacio vectorial sobre el campo R de los nimeros reales. La
funcion de valores no negativos || - || se denomina norma del espacio V si se cumplen
los siguientes axiomas:

v ||v||=0, siysdlosiv=0yvel.
w |[Av]| = |||V, para todo A € R y todo v € V.
v Ju+v| < |ul| + ||, para todos u,v € V.

Un espacio vectorial V, con una norma asociada, se demomina espacio vectorial
normado.

Cualquier norma de un espacio vectorial ¥ = R" se llama norma vectorial. Tres
normas vectoriales son comunes en el dlgebra numérica: la norma 1, la norma 2 (o
norma euclideana) y la norma infinito.
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3. S.E.L. - Métodos Directos

Definicién 7. La norma 1 del vector v = (vi,vs,...,v,)T € R" se define como:

n
Ivile = luil.
i=1

Definicién 8. La norma 2 del vector v = (vi,va,...,v,)" € R" se define como:

En general, es posible definir la norma p, utilizando la misma nocién aplicada en
las dos normas anteriores:

Definicién 9. La norma p del vector v = (vy,va,...,v,)T € R" se define como:

n 1/p
Ivilp = { D loil?
i=1
En particular, si se toma el limite sobre p, cuando p — oo, de define la norma
infinito, que es una de las mas utilizadas debido a lo simple que es calcularla:

Definicién 10. La norma infinito del vector v = (vy,va,...,v,)T € R” se define
como:

n
[Vlloo = méx [vs].
=1

Cuando n = 1, cada una de estas normas se transforman en el valor absoluto, | - |,
el ejemplo mas simple de una norma en R.

Cualquier norma del espacio vectorial R™*" de matrices cuadradas de orden n
serd llamada norma matricial. En particular, se consideraran normas matriciales
inducidas por normas vectoriales.

Definicién 11. Dada cualquier norma || - || en el espacio R™ de vectores
n-dimensionales, la norma matricial subordinada ¢ inducida del espacio R™*" se
define como:

|A| = max M
vews vl

Es fécil verificar que las normas matriciales verifican los axiomas planteados en la
definicién 6.

Dado cualquier vector v en R"™, es un ejercicio trivial evaluar tres de las normas
definidas, ||v]|1, [|[V|]2 0 ||V]|co. Sin embargo, no es tan obvio el cémo calcular las normas
matriciales subordinadas correspondientes para una matriz A € R™*". La definicién
11 no es 1til para esta tarea, pues si se quiere calcular ||A|| es necesario maximizar

y A . -
la funcién v — ”Hv‘I’IH sobre R” (o lo que es equivalente, maximizar w — ||Aw]|| sobre
la esfera unitaria {w € R" : ||w|| = 1}). Esta dificultad se elimina con los siguientes
teoremas.

Teorema 7. La norma matricial subordinada a la norma vectorial || - |1 puede ser

expresada, para cualquier matriz n X n, A = (Ajj)i<ij<n € R™™", como:
n n
| Al =mix > A (3.1)
=1

Este resultado es expresado en forma ligera diciendo que la norma 1 de una matriz
es igual al mayor valor de las sumas de los valores absolutos de los elementos de las
columnas.
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Teorema 8. La norma matricial subordinada a la norma vectorial || - |0 puede ser
expresada, para cualquier matriz n X n, A = (Ajj)i<ij<n € R™", como:

n
n
Ao = 3 |l (3.2)
]:

Este resultado es expresado en forma ligera diciendo que la morma infinito de una
matriz es igual al mayor valor de las sumas de los valores absolutos de los elementos
de las filas.

Asi como se definieron axiomas para las normas vectoriales, existe uno para las
normas matriciales.

Teorema 9. Dada || - ||, una norma matricial subordinada en R™™, se cumple que:
|AB] < A]|B|

para cualquier par de matrices A,B € R"*",

Comandos de EMT. Los comandos para calcular normas son:

» norm(A:vector numérico, p:real no negativo), donde A es vector; p es la
norma que se desea calcular. Tener en cuenta que p=0 no calcula la norma
infinito, sino que identifica el mayor elemento del vector.

» Norm(A:matriz numérica, p:entero), donde A es una matriz cuadrada; p es
la norma que se desea calcular, los valores permitidos son 0 (norma infinito), 1
0 2. El paquete Calculo debe cargarse previamente en memoria.

Ejemplo en EMT 6. Calcular, para el vector [1; —2; 3; —4], las normas 1, 2 e infinito.

>norm([1;-2;3;-4],1)
10

>norm([1;-2;3;-4])
5.47722557505

>norm(abs([1;-2;3;-4]),0)
4

Ejemplo en EMT 7. Calcular, para la matriz:

1 2 3
45 —6 |,
7 8 9

las normas 1, 2 e infinito.

>Norm([1,2,3;-4,5,-6;7,8,9],1)
18

>Norm([1,2,3;-4,5,-6;7,8,9],2)
14.841377283

>Norm([1,2,3;-4,5,-6;7,8,9],0)
24
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3.1.3. Condicionamiento de matrices

En la subseccién anterior se definieron las normas matriciales. Su principal utilidad
es poder calcular el nimero de condicién de una matriz, es decir, qué tan sensible es a
las perturbaciones cuando se trabaja con ella.

Sea A € R™" tal que A~! exista. El error entre la solucién calculada X de Ax = b
y X es:

e=X—X. (3.3)
Es decir que Ax = b, pero generalmente AX # b. Entonces se define el residuo:
r=b— Ax. (3.4)
Se ve que:
Ae=Ax—Ax=b—-Ax=r. (3.5)

Asi, e = A7 !r. Es de notar que si e = 0, entonces r = 0, pero si los valores de r son
pequenos, entonces e no necesariamente tiene valores pequefios puesto que A~! deberfa
tener valores grandes, haciendo que A~!r tenga valores grandes. En otras palabras, un
residuo r pequeno no garantiza que X sea cercano a x. A veces, r es calculado como un
testeo superficial para comprobar si X es razonable. La principal ventaja de r es que
siempre puede ser calculado mientras que x puede ser desconocido y por lo tanto e no
puede ser calculado en forma exacta. Mas alla de esto, puede mostrarse que considerar
r en combinaciéon con un nimero de condicién es el método mas efectivo de verificar
cuén cercano es X a X.

Como e = A~ !r, se puede asegurar que lell, < HA‘al [r]l,- De la misma forma,
r = Ae, por lo que ||r||p = HAer < |]A||p ||e||p. Ast:

[lxl,

AL,

< lell, < [|A7Y[, Iz, (3.6)

De la misma forma, x = A~!b, entonces:

b, 1
1A], < |lxll, < [[A=H[, Ibll, - (3.7)

Si [[x[|, # 0, v [[b]|, # 0, entonces tomando reciprocos en (3.7) se obtiene:

1 1 A
. _ 1Al o
A=, b, — lIxll, — b,
Ahora, multiplicando términos correspondientes en (3.8) y (3.6):
1 [efl, el ]
< —Z <A IAY, (3.9)
—1 — —
AT, (LA, (DI, — (1l PP bl
Recordando que:
o Ix—x[l, lell,
x| 1]
entonces: el il
1 Tllp -1 Tllp
<e < [[ATH[ A :
—1 T
[A=H, [LAL, [b]l,, PP bl
Se denomina residuo relativo a:
r b — Ax
Ivll, _ b Ax], 510)

ol bl
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y a partir de la expresion recién vista se define el nimero de condicién, asociado a la
norma p, de una matriz cuadrada como:

Ky(A) = [|A], A7, (3.11)

Es cierto que K,(A) > 1 para cualquier matriz cuadrada A y cualquier p vélido.
También puede verse que €, esta entre 1/K,(A) y K,(A) veces el residuo relativo. En
particular, si KC,(A) > 1, incluso si el residuo relativo es pequefio, entonces €, deberfa
ser grande. Por otro lado, si K,(A) es cercano a la unidad, entonces €, deberd ser
pequeno si el residuo relativo es pequeno. En conclusién, si ICp(A) es grande, debe
prestarse atencién a pequenas perturbaciones en A y b que pueden generar un X muy
distinto de x. En forma equivalente, si K,(A) es grande, entonces un valor pequenio de
r no implica que X sea cercano a X.

Ejemplo 20. Sea A € R**?2, tal que:

1 1-¢
donde |e| < 1. Para calcular el mimero de condicion es necesario conocer A=, Es
claro que:

A_1:1[ 1 —1—i—€].

e| —1 1
Se calculard la norma 1 de ambas matrices, resultado que puede conseguirse tomando
la mayor suma, en valor absoluto, de las columnas:

JAll, = max 2,1 ¢ + 1} ~ 2,

1 1 } 2
+ =T
el el

1-Z=
€

FEs de notar que, si € =0, entonces A~! no existe, por lo que el resultado anterior

es razonable:

_ ) 2
A, = max{ 2,

4
entonces K1 (A) ~ Eh
€

le|—0
SiKC(A) > 1, la matriz se denomina mal condicionada. Evidentemente, el nimero
de condicién de una matriz no se ve afectado por un rescalamiento al multiplicar sus
elementos por una constante no nula. Tal cual se intuye, el niimero de condicién de una
matriz A € R™"*" es fuertemente dependiente de la eleccién de norma a utilizar. Esto
se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 21. Sea A una matriz triangular inferior de la siguiente formas:

1.0 0 --- 0
110 --- 0
ro1 .- 0}

|1 00 I

mientras que su inversa, A~ es:

1 00 -+ 0]
-1 1 0
-1 0 1 0

| -1 0 0 1]
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Ahora, como ||[All1 = n y |A7Y|1 = n, entonces Ki1(A) = n%. Por otro lado,
Al =2 ¥ [|[A ™ oo = 2, entonces Koo(A) = 4 < n? = K1(A) cuando n > 1.

Ahora que se establecié cémo calcular el nimero de condicién de una matriz y cuél
es su significado, es tiempo de analizar cuanto afecta una perturbacion en el vector de
constantes a la solucion de un sistema lineal.

Teorema 10. Sea A € R™"™ una matriz no singular, b € R?, x € R}, Ax =b y
A(x + 0x) = b+ 0b, con dx, éb € R". Entonces:

16Dl

0x
i <<

[l —
Demostracion. Evidentemente, b = Ax y:
6x = A"Y(b+6b) —x = A 16D,
Como b # 0 y A es no singular, esto implica que x # 0. Ademés:

bl < [[Al[lx]]

lox|l < A= [|abl.

El resultado buscado se consigue inmediatamente al multiplicar las desigualdades an-
teriores. O

Debido al efecto de los errores de redondeo durante los calculos, la solucién numérica
de Ax = b no sera exacta. La solucién numérica puede ser escrita como x + §x, y se
desea que ese vector satisfaga la ecuacién A(x + dx) = b + db, donde los elementos
de d0b son muy pequenos. Si la matriz A tiene un ntmero de condiciéon grande, los
elementos de dx pueden no ser pequenos.

Ejercicio 7. Construir un script en Euler Math Toolbox que genere matrices de Hilbert
y calcule su numero de condicion.

Ejemplo 22. La siguiente es la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales:

0,69641 7,5585 | 41,275
5,2230 56,689 | 309,57

Si se resuelve con la PC o trabajando en forma manual con una aritmética de 5
digitos, con redondeo, se obtiene el siguiente resultado:

z1 = —66,198
zo = 11,560

Sin embargo, la solucion exacta es:
r1 =25

1/‘2:5.

Es imposible que un sistema de ecuaciones compatible determinado posea dos soluciones
diferentes. Esto se debe al mal condicionamiento de la matriz del sistema, en este caso
K(A) =4,45x 105 y |A| = 7,41 x 10~* lo que justifica el resultado incorrecto anterior.

Comandos de EMT. El comando para calcular el nimero de condicion es:
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» Cond(A:matriz numérica, p:entero), donde A es una matriz cuadrada; p es
la norma que se desea utilizar en el cdlculo de condicion, los valores wvdlidos
son 0 (norma infinito), 1 ¢ 2. El paquete Calculo debe cargarse previamente en
memoria.

Ejemplo en EMT 8. Calcular, para la matriz:

1 2 3
-4 5 -6 |,
7T 8 9

el nimero de condicién asociado a las normas 2 e infinito.

>Cond([1,2,3;-4,5,-6;7,8,91,2)
14.6508186761

>Cond([1,2,3;-4,5,-6;7,8,9]1,0)
25.2

3.2. Eliminacion gaussiana

Una de las técnicas més conocidas para la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales, fue publicado por Carl Gauss en su Theoria motus corporum coelestium in
section-ibus conicis solem ambientium (1809), sobre el movimiento de los cuerpos ce-
lestes. Sin embargo este método se encontrd en escritos chinos de més de dos mil afios
de antigliedad. Este método ejecuta eliminaciones sucesivas sobre los elementos que
estan por debajo de la diagonal principal de la matriz de coeficientes. Una vez que se
ejecutaron n eliminaciones, la matriz se vuelve triangular superior, con lo que el siste-
ma se resuelve por sustitucién hacia atras. La técnica antes mencionada se denomina
eliminaciéon gaussiana.

Dado el sistema de ecuaciones lineales:

Ey = Apzy + Appxs + ...+ Az, = by
Ey = As1xq + Agoxo + ...+ Aoy, = bo
E3 = A315L‘1 + A325€2 + ...+ Agnxn = b3

E, = Apnz1 + Angzo + ...+ Appay = by

se construye la matriz aumentada del sistema, que consta de la matriz de coefi-
cientes a la que se anexa una ultima columna, correspondiente al vector de constantes:

A A o Ay, b1
Aoy Agy -+ Ay, by
A= | e e
Anl An2 e Ann bn

Para resolver el sistema se utilizan tres operaciones sobre filas (ecuaciones):

s La ecuacién F; puede multiplicarse por una constante A # 0 y la ecuacién resul-
tante se emplea en vez de F;. Esta operacion se denota por:

Ef = \E;.

)
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» La ecuacién E; puede sumarse a cualquier ecuaciéon E; y la ecuacién resultante
se emplea en vez de F;. Esta operacién se denota por:

» El orden de las ecuaciones F; y E; puede intercambiarse. Esta operacién se denota
por:
E} = E;
E; = E;.
Ejemplo 23. Sea el sistema de ecuaciones lineales:
1 +29+2x3=0
2x1 + 4xo + 3x3 = 16
—x1 +5x9 — 43 = -3

su matriz aumentada es:

1 1 1 6
2 4 3 16
-1 5 —4 -3

Para eliminar el primer coeficiente de la sequnda fila, se hard Fy = Fy — 2F. Es
necesario hacer Fy = F3+F1 para que el primer coeficiente de la tercera fila se convierta
en cero. En la eliminacion de los dos coeficientes antes nombrados al elemento Ay se
lo denomina pivote. La matriz aumentada del sistema queda:

11 1 6
0 2 1 4
0 6 -3 3

Para eliminar el sequndo coeficiente de la tercera fila, se hard F3; = F3 — 3F». La
matriz aumentada del sistema queda:

11 1 6
0 2 1 4
0 0 —6 -9

Si se reescribe el sistema de ecuaciones a partir de la matriz aumentada del sistema
(ahora triangular superior), se obtiene:

x1+x2+ 23 =06
2x9 + 13 =4
—6x3 = —9

este nuevo sistema, equivalente al original, puede ser resuelto por una simple sustitucion
hacia atrdas. De dicho proceso se concluye que:

3 5 13
r3 = 5, Tro = Il = Z
El método de eliminacién gaussiana, si es desarrollado en forma algebraica, siempre
obtiene resultados exactos. Sin embargo, al desarrollarlo en forma numérica, la precisién
de la soluciéon depende de la aritmética y principalmente del condicionamiento de la
matriz de coeficientes. Existe un factor mas que es fundamental al momento de resolver
un sistema por medio del método de Gauss: la eleccién de los pivotes.
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Ejemplo 24. La siguiente es la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales:

0,00031 5,171 3,002
-7,123 9,874 4,896

El sistema se resolverd utilizando una aritmética de 4 digitos y truncamiento. Aplicando

la operacion de Gauss F5 = Fp— 0_5(’)%)23? =~ F5+22970F se elimina el primer elemento

de la sequnda fila:

0,00031 5,171 3,002
0* 118700 | 68960

Resolviendo ahora por sustitucion hacia atrds, se obtiene:

x2 = 0,5809
x1 = —5,915.

Pero:

3,002 3,002 ]
Ax = [ 47,86 } 7 [4,896 ] =b

La solucion obtenida no es tal. La causa no es el mal condicionamiento de la ma-
triz de coeficientes, ya que K(A) = 4,52, sino que el factor usado en la operacién de
Gauss es demasiado grande para el sistema (0_ 56%%31 ~ 22970). Esto se corrige eligien-
do como pivote al mayor elemento en valor absoluto de cada columna, eventualmente
intercambiando filas para este cometido. Esta técnica de trabajo se denomina pivoteo

parcial.

Nota. El numero 0% representa un valor, muy pequeno en valor absoluto, cercano al
epsilon de mdquina. Es el redondeo forzado a cero para que el sistema se vuelva escalo-
nado. De otra manera, con la aritmética empleada, nunca se podrd eliminar el primer
elemento de la sequnda fila.

Ejemplo 25. Para resolver el mismo sistema que en el ejemplo 24, se aplicard pivoteo
parcial. Se intercambiaran Fy y Fs. La matriz aumentada del sistema queda:

—7,123 9,874 | 4,896
0,00031 5,171 | 3,002

Aplicando la operacion de Gauss Fy = Fy — 07,(;(’)?5,; Fi =~ Fy+4,352 x 107°F} se elimina
el primer elemento de la sequnda fila:

—7,123 9,874 | 4,896
0* 5171 | 3,002

Resolviendo ahora por sustitucion hacia atrds, se obtiene la solucion correcta (aceptable,
en términos mas estrictos de la aritmética) del sistema:

x9 = 0,5805

x1 = 0,1173.
El aplicar pivoteo es necesario cuando el sistema depende de un parametro pequeno,
puesto que las soluciones pueden variar dentro de un amplio rango, como lo muestra el

siguiente ejemplo:
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Ejemplo 26. Sea el sistema de ecuaciones:

—x9+x3=0
—x1 + 229 — 23 =0,

2%1—1’2:1

cuya solucion es r1 = xo = x3 = 1. Si se agrega el pardmetro positivo € < 1 en lugar
de la primera variable de la primera ecuacion, la matriz aumentada es:

donde aplicando operaciones de Gauss sin pivotear se obtiene:

€ -1 1 0

1 1
0 2—52 —1—12—g 0|,
0 —1+32 —= 1

pero como un procesador opera con un largo de palabra de longitud finita, todos los

numeros son redondeados. Como € es muy pequenio, entonces % es muy grande y, por

ejemplo, 2 — % R —% obteniendo:

2 2
0oz -2 |1

El sistema anterior no tiene solucion, puesto que las ecuaciones representadas en las
filas 2 y 3 de la matriz aumentada son combinacion lineal.

Ejercicio 8. Pivotear sobre el sistema anterior y resolverlo correctamente. Aplicar los
redondeos que sean necesarios en las operaciones.

Comandos de EMT. Los comandos para efectuar operaciones de Gauss sobre una
matriz son:

» swapRows(A:matriz numérica, il:natural, i2:natural), donde A es una
matriz; 11 e 12 son las filas de la matriz que serdan intercambiadas.

» pivotize(A:matriz numérica, i:entero, j:entero), donde A es una ma-
triz; © y j representan la posicion del elemento que se transformard en el valor 1,
el resto de la columna se transformard en 0.

» echelon(A:matriz numérica), donde A es una matriz cuadrada que serd trans-
formada en una matriz escalonada reducida por filas.

Ejemplo en EMT 9. Dado el sistema de ecuaciones:

3z+2y=1
-5 —y = 2,

intercambiar las filas 1 y 2 de la matriz aumentada del sistema, pivotear sobre el ele-
mento A1y y luego sobre Ass.
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>A=swapRows ([3,2,1;-5,-1,2],1,2)

-5 -1

3 2 1
>A=pivotize(A,1,1)

1 0.2 -0.4

0 1.4 2.2
>A=pivotize(A,2,2)

1 0 -0.714286

0 1 1.57143

Ejemplo en EMT 10. Resolver el sistema de ecuaciones anterior a través de la
reduccion escalonada por filas, sin aplicar pivoteo.

>echelon([3,2,1;-5,-1,2])
1 0 -0.714286
0 1 1.57143

3.3. Descomposicion LU

Es posible mostrar que cualquier matriz cuadrada A, bajo ciertas condiciones, pue-
de ser expresada como el producto de una matriz triangular inferior L y una matriz
triangular superior U:

A=LU. (3.12)

El proceso de computar L y U para una matriz dada A es conocido como descom-
posicion LU o factorizacion LU. Esta descomposiciéon no es tinica, a menos que se
requieran ciertas condiciones extras para L o U. Dichas restricciones permiten identi-
ficar una descomposicién de otra. Las tres mds comunes son:

s SiL;=1,parai=1,2,...,n, se denomina descomposicién de Doolittle.
s SiU; =1, parai=1,2,...,n, se denomina descomposicién de Crout.
» Si L = U7, se denomina descomposicién de Choleski.

Luego de descomponer la matriz A, es muy fécil resolver el sistema Ax = b. Lo
primero es rescribir el sistema de ecuaciones:

Ax=Db
LUx =b.

Ahora, si se define Ux =y, el sistema a resolver es:
Ly = b,

que es de resolucién simple (por sustitucién hacia adelante) ya que la matriz L es
triangular inferior. Una vez conocido el vector y, sélo resta resolver:

Ux =y,

lo que se hace por sustitucién hacia atras, similar al desarrollo del método de eliminacién
gaussiana.

La principal ventaja de la descomposiciéon LU con respecto al método de eliminacién
gaussiana es que, una vez descompuesta A, se puede utilizar para resolver el sistema
Ax = b con tantos vectores de constantes b como se requiera. El costo de modificar
el vector b es minimo, ya que sélo queda hacer una sustitucién hacia adelante y luego
una hacia atras.
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3.3.1. Descomposicion de Doolittle

Esta factorizacién opera con una matriz U similar a la que se obtiene por Gauss.
Para mostrar esta relacién, se ejemplificard con matrices de orden 3, sin perder gene-

ralidad.

Ejemplo 27. Dada la matriz A de orden 3, que se puede descomponer por Doolittle,
y dadas las matrices:

1 0 O
L=| Ly 1 0
L3 L3 1
Y
Un U Us
U= 0 Ux Uss
0 0 Uss
tal que A = LU, con lo que:
Un Utz Utz
A = | ULy UigLa + Uz UizLoi + Uss : (3.13)

UiiL31 UiaL3i + UxaLzy UysLzy + UazLsa + Uss

St se quiere reducir A a través del método de eliminacion gaussiana, es necesario aplicar
operaciones sobre las filas. En este caso, para eliminar el primer coeficiente de Fy y
F3, se hacen las siguientes operaciones:

Fy =F— Lo |

F; = F3 — L1 F1.

El resultado es:
Unn Ui Uis
A= |0 U Uss
0 UsaLszy UssLsz + Uss

En el siguiente paso, se elije al elemento Ass = Uazo como pivote y se efectia la
siguiente operacion para eliminar el sequndo coeficiente de la tercera fila:

Ff =F3— Ly Fy.

Se obtiene As:

Ui U Uiz
A, =10 Usy Usz | = U.
0 0 Uss

Del ejemplo anterior se observan dos hechos de la descomposiciéon Doolittle:

= La matriz U es idéntica a la triangular superior que resulta de la eliminacién
gaussiana.

= Los elementos que se ubican por debajo de la diagonal principal de L son los
factores por los que se multiplican los pivotes en la eliminacién gaussiana de A.
Es decir que —Lj;; es el factor utilizado para eliminar a A;;.
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Es comtn que se almacenen los factores utilizados por el método de Gauss en la parte
triangular inferior de U. Los elementos de la diagonal principal de L no se almacenan,
puesto que son todos 1. De acuerdo al ejemplo anterior y utilizando la notacién habitual
de muchos procesadores matematicos, la descomposiciéon queda:

Ui Up Uss
[L\U] = | La1 Uz U
L31 L3z Uss

Ejercicio 9. Utilizando descomposicion LU resolver los sistemas de ecuaciones:

r1 + 229 + 33 =4
1+ 4xo +9x3 =5
T, + 8xo + 2723 =6

1+ 229 +3x3 =1
x1 + 4x9 + 923 = 2.
x1 + 8xg + 27x3 =3

Comandos de EMT. El comando para realizar una descomposicion LU es:

» {L,U,P}=LU(A:matriz numérica), donde A es una matriz cuadrada; L es una
matriz triangular inferior, su diagonal principal estd compuesta por unos; U es
una matriz triangular superior; P es una matriz de permutacion tal que LU = PA

Ejemplo en EMT 11. Descomponer la matriz:

5 4]

de acuerdo al algoritmo de Doolitte. Pivotear si es necesario.

>{L,U,P}=LU([1,2;3,-4]);

>L
1 0
0.333333 1
>U
3 -4
0 3.33333
>P
0 1
1 0

3.3.2. Descomposicién de Crout

El método de descomposicién LU de Crout es similar al de Doolittle, salvo que en
este caso la matriz que tiene su diagonal principal compuesta de niimeros 1 es la U. Se
mostrard en un ejemplo genérico de una matriz 3 x 3 como aplicar la descomposicién.

Ejemplo 28. Dada la matriz A de orden 3, que se puede descomponer segin Crout, y
dadas las matrices:

L1 O 0
L=| Loy Ly 0
L3y L3z L33
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1 U
U=|0 1 Us
0 O 1
tal que: A = LU, con lo que:
Ly LU L11Uss

A =| Ly LoUia+ Lag LoyUis + LooUss
L3 L31Uia + L3y L31U13 + L3aUasz + L33

Observando la estructura de A = LU, se puede plantear una forma simple en la
construccion de L y U:

= Primera columna de L: Lj; = A1, 1 =1,2,3.

Aqs
» Primera fila de U: Uy; = i, 7 =2,3.
L1y
s Sequnda columna de Li: Lis = Ajp — LinUia, i = 2, 3.
Ao — L .
» Sequnda fila de U: Uy; = QJL—HUU, j=3.
22

Tercera fila de L: Lig = A;z — 23;11 L;jUj;, i = 3.

Ejercicio 10. Desarrollar las férmulas para obtener los coeficientes de las matrices L
y U para una matriz A de orden n.

3.4. Ejercicios
1. Construir los siguientes algoritmos en PC:

a) Normas vectoriales. Entrada: un vector de longitud n; el tipo de norma
elegida. Salida: la norma del vector.

b) Eliminacién gaussiana. Entrada: una matriz de orden n; un vector colum-
na de longitud n. Salida: un vector columna, solucién del sistema. Opcional:
implementar pivoteo.

¢) Descomposicién LU - Doolittle. Entrada: una matriz cuadrada. Salida:
dos matrices triangulares, inferior y superior.

d) Numero de condicién. Entrada: una matriz cuadrada. Salida: el niimero
de condicién de la matriz ingresada. Opcional: mostrar el cdlculo de la inversa
por eliminacién gaussiana.

2. Analizar el condicionamiento de los sistemas de ecuaciones planteados y resolver-
los utilizando descomposicién LU (Crout y Doolittle):

a)
3x1+ax0=7

3z1 +1,0001z9 = 7,0001

0,003x1 4+ z2 = 1,006
3r1+x20=7
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3. Calcular la inversa de la matriz de Pascal de orden 3, utilizando eliminacion
Gaussiana.

4. Sea:
10
A=los)
graficar los siguientes conjuntos:
a) {Ax/x e R A x|y = 1}.
b) {Ax/x € R? A |x]|oo = 1}.
¢) {Ax/x e R A|x]]2 = 1}.
5. Dada la matriz:
16
=lot]

donde & > 0. Verificar que Ko (A) = K1(A) = (1 + §)%. ;Es una matriz bien o
mal condicionada?

6. Determinar cuales de las siguientes expresiones definen normas en R"™:

a) max{|za|,|x3],..., |xn|}
b) Yoy |ail?

¢) {20y |zl '/}

d) 321y 27 il

7. Calcular el nimero de condicién de las siguientes matrices. Para invertirlas utilizar
el algoritmo de Gauss:

a)

A [0,2436 0,4830 |
~ | 0,5361 0,2108 |

b)
e (10,9423 0,1756 |
~ 10,8626 0,6604 |

c)
C— 10,2339 0,0070 ]
~ | 0,0035 0,2990 |

d)
D [ 10,8045 0,3754 ]
~ | 0,0189 0,0089 |

8. Sea Ax = b, donde:
0,485z + 0,068z2 = 0,621

0,72971 + 0,10275 = 0,933

cuya solucién exacta es x = [1;2]7. Resolver el sistema (A + dA)x = b, tal que:

0 0
O0A = [ 0,001 0,002 ]
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9. Sea Ax = b, donde:
0,780z + 0,563z2 = 0,217
0,913z + 0,659z2 = 0,254

cuya soluciéon exacta es x = [1;—1]T. Sean dos soluciones aproximadas
x1 = [0,999; —1,001] y x2 = [1,01; —1,001]. ;Cudl tiene menor residuo?

10. Demostrar que una matriz estrictamente diagonal dominante por columnas tiene
descomposicién LU sin necesidad de pivoteo.

11. Calcular la inversa de las siguientes matrices utilizando descomposiciéon LU:

)

[ 0,3959 0,6252 0,2368 ]
A= 05778 0,1467 0,3385
| 0,7697 0,7992 0,9020 |
b)
[ 0,9061 0,7827 0,8737 ]
B = 0,8263 0,0453 0,2004
| 0,7405 0,7947 0,9935 |
¢)
[ 0,3517 0,3487 0,0223 ]
C= 04306 0,9512 0,8261
| 0,9450 0,6205 0,8545 |
12. Calcular las normas || - ||1, || - |2 ¥ || - [|eo de la matriz:

1 2
-4 5)
13. ;Son las matrices

a)

(4 2 1
B=|2 5 2
12 4

definidas positivas? Recordar que es necesario que x/ Ax > 0, para cualquier
vector x distinto del vector nulo.

14. Dar un ejemplo de una matriz simétrica A que tenga todos sus elementos positivos
pero que x! Ax sea, en ciertos valores, negativo.

[0

15. Mostrar que la matriz:

no tiene factorizacién LU.
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16. Mostrar que las matrices de la forma:

tienen factorizacion LU.

17. Sila matriz A es definida positiva, ; puede asegurarse que A~! es también definida
positiva?

18. Calcular los numeros de condicion de las siguientes matrices, utilizando norma 1,
2 e infinito:

a)
A_[a—i—l a ]

a a-1

b)
B:[—OQ (1)]

¢)
=[5 1]

19. Demostrar que el nimero de condicién de una matriz tiene la propiedad:
K(aA) = K(A),
siempre y cuando « # 0, para toda norma matricial.

20. Demostrar q;le, para cualquier vector v € R", se verifica que ||v||, < |[v]ly ¥
también [[v(jy <[lv]l, V]

21. Resolver el sistema de ecuaciones lineales Ax = b, donde:

1 —0,01
A= [ 2 0,01 ]

2
b= [ : ] .
Luego, resolver (A + JA)x = b + db, donde:

a)

0 0 0
5A_[o 0,005]’ 5b_[o]

0 0 0
5A_[0 —0,03}’ 5b_[0}

0 0 0,10
oA = [ 0 —0,02 ] ob = [ ~0,05 ]

22. Comprobar que la matriz A € R™" tal que A; =1, A;; =—1sii<jy Aj; =0
si i > j, tiene determinante igual a 1, pero Koo (A) = n2771,
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APUNTES DE CALCULO NUMERICO | con aplicaciones sobre Euler Math Toolbox | S. Herndndez

23. Determinar los coeficientes del polinomio P(x) = ag+ a1z +agx? + azx® que pasa
a través de los puntos (0;10), (1;35), (3;31) y (4;2).

10
]l

donde 0 < ¢ <« 1. Calcular Koo (A).

24. [EMT] Sea la matriz:

25. ;Qué condiciones pueden establecerse sobre los coeficientes a, by ¢ en:
a b
A =
para que A sea definida positiva?
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S.E.L
Métodos lterativos

4.1. Consideraciones generales

Una matriz A € R™*" se define como sparse si mas de la mitad de sus n? elemen-
tos tienen el valor cero. Esa clase de matrices son utilizadas al momento de resolver
problemas complejos, tales como la solucién numérica de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales. En el capitulo anterior se presenté la descomposicién LU (en sus
diferentes versiones) como una herramienta para resolver Ax = b (considerando que
la matriz A es no singular). Sin embargo, este procedimiento no supone mejora alguna
en el caso de que A sea una matriz sparse. En este capitulo se consideran los métodos
iterativos para determinar x en Ax = b. Siempre asumiendo que A~! existe, con los
métodos iterativos se creard una sucesién de Cauchy de vectores x*) que convergen a
x. Los métodos iterativos son particularmente ventajosos cuando A es sparse y/o de
gran tamano. Esto es porque los métodos directos a menudo necesitan un movimiento
considerable de informacién a través del sistema de memoria de las computadoras y
esto puede tornar muy lentos los procesos de computo. Una buena implementacion de
los métodos iterativos puede evitar este inconveniente.

El objetivo de los métodos iterativos es crear una metodologia que permita generar
una sucesién de vectores x(¥) de forma tal que:

Iim x*) = x, (4.1)

k—o00
donde x = [zg,21,...,2n_1]7 € R. La idea bésica es encontrar un operador T de
forma tal que x*t1) = T(x(¥), para k = 0,1,2,.... Como la sucesién formada es de

Cauchy, entonces para todo € > 0 existe un m € N tal que Hx(m) —

T se define de acuerdo a:

x|| < e. El operador

xD) = Bx®) 4, (4.2)

donde x¥ € R” es el valor inicial o semilla, B € R™*" se denomina matriz de iteracion y
f € R™ se deriva de A y b. Como se debe mantener (4.1), a partir de (4.2) se buscaran
By f de forma tal que x = Bx +f o A~'b = BA~!'b + f. Entonces:

f=(I-B)A 'b. (4.3)

El vector de error en el paso k se define como:
e = x(h) _ (4.4)
y naturalmente se desea que limy_, e®) = 0. La convergencia serd dentro de alguna

norma seleccionada.
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El problema es que no hay garantia de que (4.1) se mantenga con el paso de las
iteraciones. La convergencia sélo serd posible a través de una seleccién apropiada de la
matriz B, y para las matrices A que cumplan ciertas condiciones.

Definicién 12 (Radio Espectral). Sea s(A) el conjunto de autovalores de la matriz
A € R™"™. El radio espectral de A es:

A) = méx |\
p(A) AEL?X)H

Definicién 13 (Convergencia de Matrices). La secuencia de matrices (A®)), con
AF) € R™"  converge a A € R™™ si y sdlo si:

lim |A —A®| =0, (4.5)

k—o0

Definicién 14 (Convergencia de Matrices II). La matriz A es convergente si, para
alguna norma matricial, se cumple que ||A] < 1.

La norma utilizada en (4.5) es arbitraria debido a la equivalencia de normas.

Teorema 11. Sea A € R™ ", entonces:

lim A* =0 < p(A) < 1. (4.6)

k—o00

También, la serie geométrica de matrices Y - A* converge si y slo si p(A) < 1.
En este caso:

iAk =(I-A)"L (4.7)
k=0

Ast, si p(A) < 1, entonces la matriz I — A es invertible, y también:

BNV W
1T A7 < (48)

.
L+ [lAf

donde || - || es una norma inducida de matriz de forma tal que ||A|| < 1.

Demostracion. Primero se demostrard que (4.6) se cumple. Sea p(A) < 1 por lo que
existe € > 0 de forma tal que p(A) < 1 — ¢ y por lo tanto habrd una norma matricial
tal que:

Al < p(A) +e <1

Como ||A*|| < ||A|* < 1, y aplicando la definicién de convergencia, como k — oo, se
tiene que A¥ — 0 € R™ ™. De forma inversa, si se asume que limj_,.c A¥ = 0, y X es
un autovalor de A, para cualquier autovector x # 0 de A asociado al autovalor A, se
tiene que AFx = A\Fx y entonces limy_,oc A¥ = 0. Asi, [A| < 1, y por lo tanto p(A) < 1.
Esto prueba (4.7).

Si A es un autovalor de A, entonces 1 — X\ es un autovalor de I — A. Se observa
entonces que:

I-A)I+A+A%+ . +A"T LAY =T A™TL (4.9)

Como p(A) < 1, entonces I — A tiene inversa, y tomando n — oo en (4.9) se sigue que:

I-A)) ArF=1L
k=0
Esto prueba (4.7).
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Ahora, sabiendo que cualquier norma matricial cumple que ||I]| = 1, se tiene que:
L= 1| < [T-AJIT-A)"Y <@+ [ADIT-A)~",

lo que lleva directamente a la primera inecuacién de (4.8). Ahora como I = (I—A)+A,
entonces:

I-A)'=T+AT-A)
lo que lleva a:
(T—A)" <1+ [JAI@T—A)~".
La condicién ||A|| < 1 implica que se cumple la segunda condicién de (4.8). Esto

demuestra el teorema. ]

Ahora si estan dadas las condiciones para establecer bajo qué condiciones de B el
sistema iterativo (4.2) es convergente.

Teorema 12. Sea f € R tal que cumple (4.3). Entonces (x*)) converge a x satisfa-
ciendo Ax = b para cualquier x©) si y sélo si p(B) < 1.

Demostracion. De (4.2), (4.3) y (4.4) se tiene que:

e+l — x(b+) _ x = Bx® 4 f —x=Bx® + I-B)A"'b—x
=Be® + Bx+(I-B)A 'b—x
=Be® + Bx+x —Bx —x
= Be®.

A partir de la ultima igualdad se sigue que:
el*) = BFe® (4.10)
para todo k € N. Del teorema 11 se sabe que:

lim B*e®) =0

k—o0
para todo e(® € R” si y sélo si p(B) < 1. Por otra parte, si se supone que p(B) > 1,
entonces existe al menos un autovalor A de B tal que |A| > 1. Sea e(®) el autovector
asociado a ), entonces Be®) = \e(® | 1o que implica que e®) = \¥e(®). Pero esto implica
que e®) 4 0 cuando k — oo puesto que [\ > 1. O

El teorema 12 brinda una condicién general sobre B de forma tal que el proceso
iterativo (4.2) converja. Sin embargo, el problema que contintia sin solucién es cémo
encontrar la matriz B. Lo tinico que se asegura segun el teorema 11 es que una condicién
suficiente para la convergencia es que ||B|| < 1, para cualquier norma matricial. Una
forma general de construcciéon de matrices para usar en métodos iterativos es la division
aditiva de la matriz A de acuerdo a:

A=P_N, (4.11)

donde P,N € R™ " son matrices especiales y particularmente P! existe. La matriz
P a veces es llamada matriz precondicionante®. Para ser especificos, se reescribe (4.2)

COIMo:
X(k+1) — P—lNX(k) + P_lb,

Ha explicacién de este nombre se desarrolla en el libro de Quarteroni
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esto es, para k € Ny:
Px**+) = Nx®) 4 b, (4.12)

de forma tal que f = P~'b, y B = P~!N. De forma alternativa:
xF) = x®) 4 p~1[b — Ax#)], (4.13)

donde b — Ax®) = r(*) s el vector residual en el paso k. A partir de (4.13) se ve que
para obtener x(**1) es necesario resolver un sistema de ecuaciones lineales donde se
involucra a P. Claramente, P debe ser no singular, y facil de invertir para no volver
los calculos méas complejos anin.

4.1.1. Método de Jacobi o de Iteraciones simultaneas

Sumado a lo planteado anteriormente para las matrices iterativas, se agregara una
suposicion: todos los elementos en la diagonal principal de A son distintos de cero. En
este caso, es posible ademéas expresar Ax = b como:

1 n—1
7=0
J#i
para ¢ = 0,1,...,n — 1. La expresién anterior se puede suponer como una secuencia
iterativa, de forma que:
1 n—1
k+1 k
(13 ]:0
J#i
para ¢ = 0,1,...,n — 1. Dicha expresién se denomina Método de Jacobi. Es facil

mostrar que este algoritmo implementa la siguiente divisién:

P=D, N=D-A=L+7T1, (4.16)
donde D = diag(Ai1, Aga,...,Ann), L es la matriz triangular inferior tal que
Lijj = —A;58it > jy Lij = 0si7 < j,y U es la matriz triangular superior de
forma tal que U;; = —A;j si j >4,y U;j; = 0si j <. De aqui que la matriz de iteracién
estd dada por:

B=B,;=P 'N=DYL+U)=1-D'A. (4.17)

Ejemplo 29. Seaq el sistema de ecuaciones Ax = b, donde:

12 3 4 1
A=|5 17 4 |,b=| -2
3 1 9 3

Si se resuelve el sistema en forma matricial, entonces:

12 0 0

D=|0 17 0 |,
0 0 9
0 0 0

L=|-5 0 0
3 -1 0

71



4. S.E.L. - Métodos Iterativos

0 -3 —4
U=|0 0 -4
0 0 O

Entonces, B =D~} (L + U), con lo que:

0 ~0,2500 —0,3333
B=| —0,2941 0 ~0,2353
~0,3333 —0,1111 0
y
0,08333
f=| —0,1177
0,3333

Ejercicio 11. Implementar en PC las iteraciones para obtener la solucién del sistema
utilizado en el ejemplo 29, utilizar ¢ = 0,0001 como condicion de finalizacion.

Ejemplo 30. Sea el sistema de ecuaciones lineales utilizado en el ejemplo 29. Ahora
se resolverd utilizando la version lineal del método de Jacobi. De acuerdo a (4.15), se

l'gk—H) = % [1 — <3$§k) + 4w§k))}

xékﬂ) _ ! [—2 — (5x§k) + 430%’6))} .

tiene:

T17
:cgkﬂ) = % [3 — (ngk) + xgk)ﬂ

Ejercicio 12. Implementar en PC las iteraciones para obtener la solucion del sistema
utilizado en el ejemplo 30, utilizar ¢ = 0,0001 como condicién de finalizacion.

4.1.2. Método de Gauss-Seidel o de Iteraciones sucesivas

Una alternativa al método de Jacobi es el método de Gauss-Seidel. La idea central
es la misma que se utilizé en (4.15), pero esta vez se utilizan las versiones actualizadas
de las variables. Es decir que para calcular la variable j en el paso k + 1-ésimo se
utilizaran las versiones k + 1-ésimas de las variables cuyo subindice sea menor que j. Si
en subindice es mayor que j, se debe usar la versién k-ésima. Entonces, las iteraciones
sobre x; que definen al método de Gauss-Seidel son:

i—1 n—1
k+1 1 k41 k
:L’l( ) = Tn bi — ZAZ]:L’E ) - Z A”arg ) s (4.18)
7=0 Jj=t+1
dondei =0,1,...,n—1. Aprovechando la notacién matricial que se definié en la seccién

anterior, (4.18) puede ser expresado como:
Dz = b 4 Lo+ 4 U, (4.19)

donde D, L y U son las mismas matrices que las asociadas al método de Jacobi. En el
método de Gauss-Seidel se implementa la siguiente division:

P=D-L, N=1U, (4.20)
con la matriz de iteracion:

B=Bgs=(D-L)'U. (4.21)
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Ejemplo 31. Sea el sistema de ecuaciones Ax = b y las matrices D, L y U definidas
en el ejemplo 29. Entonces, por el método de Gauss-Seidel, B = (D — L)_1 U, por lo
que:
0 -0,2500 —0,3333
B=| 0 0,07353 —-0,1373
0 0,07516 0,1264

0,08333
f=| —0,1422
0,3214

Ejercicio 13. Modificar la ecuaciones planteadas en el ejercicio 30 para adaptarlas al
método de Gauss-Seidel e iterar hasta que el error relativo sea menor a 0,0001.

Comandos de EMT. El comando para resolver un sistema de ecuaciones a través del
método de Gauss-Seidel es:

s seidel(A:real, b:vector columna, x:vector columna, om:nimero), donde
A es vector; p es la norma que se desea calcular. Tener en cuenta que p=0 no
calcula la norma infinito, sino que identifica el mayor elemento del vector.

= Norm(A,p), donde A es una matriz cuadrada; p es la norma que se desea calcular,
los walores permitidos son 0 (norma infinito), 1 ¢ 2. El paquete Calculo debe
cargarse previamente en memoria.

Ejemplo en EMT 12. Calcular, para el vector [1; —2; 3; —4], las normas 1, 2 e infinito.

>norm([1;-2;3;-4],1)
10

>norm([1;-2;3;-4])
5.47722557505

>norm(abs([1;-2;3;-4]1),0)
4

4.1.3. Sobre la matriz de iteracién

Para los dos métodos planteados anteriormente se desarrollaron ejemplos, primero
utilizando la matriz de iteracion B y luego con la version lineal de cada método. Es
de notar que ambos esquemas repiten los iterados en cada paso y, como es légico,
convergen al mismo vector solucién con el paso de las iteraciones. Sin embargo, el
esquema que depende de la matriz de iteracion B, es poco realista desde el punto
de vista de la implementacion. En la construccién del vector estacionario f interviene
A~!, sin embargo, si se dispone de esa matriz inversa, la resolucién del sistema es
directamente x = A~!'b. Por lo tanto, la creacién de la matriz B se restringe sélo a
su utilizacién en el andlisis de convergencia. Al momento de la implementacién, deben
seguirse el esquema general 4.13, donde la matriz precondicionante P es simple de
obtener teniendo en cuenta la divisiéon aditiva.

Ejercicio 14. Verificar que los iterados en la resolucion de un sistema son los mismos,

sin importar el uso de la matriz precondicionante; la matriz de iteracion B ¢ la version
lineal de los métodos vistos.
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4.2. Control de los métodos iterativos

De acuerdo a lo visto en las secciones anteriores, los métodos de Jacobi y Gauss-
Seidel se utilizan para resolver sistemas de ecuaciones lineales efectuando iteraciones
sobre un vector inicial. La convergencia del sistema ocurre de acuerdo a (4.15) y (4.18).
Ahora, se puede controlar la convergencia de los iterados por medio de la utilizacién
de constantes especiales llamadas pardmetros de relajacion.

El método de Jacobi puede controlarse por medio de:

n—1
(k+1) _ W (k) (k)
z,; = Afu b; — ]ZO Al'jl‘j + (1 — w) z;, (4.22)
J#i
donde? =0,1,...,n—1,y w es el parametro de relajacion introducido dentro del proceso

iterativo para controlar el orden de convergencia. El algoritmo (4.22) se denomina
Método de Sobrerrelajacion de Jacobi o JOR. En este algoritmo, la matriz de iteracion
B es:

B=B,(w)=wB;y+ (1 -w)l, (4.23)

y (4.22) puede ser expresado en la forma de (4.13) como:
xFHD = xB) 4 (WD)~ r®), (4.24)

El método JOR satisface (4.3) puesto que w # 0. También puede reducirse facilmente
al método de Jacobi cuando w = 1.

Asi como existe un método de sobrerrelajacién para la iteracion de Jacobi, la misma
idea se aplica al caso del método de Gauss-Seidel. El método de sobrerrelajaciones
sucesivas de Gauss-Seidel se define como:

i—1 n—1
k+1 w k+1 k k
T L ey R LR
7=0 Jj=t+1
donde i =0,1,...,n — 1. En forma matricial se expresa como:

Dx() = w [b + Lx"*Y) 4 Ux®)] + (1 - w) Dx,

[I-wD L] x* ) = wD™'b + [(1 — w) I+ wD U] xW, (4.26)
donde la matriz de iteracién es ahora:
B =Bgs (w) = [I-wD 'L} [(1 —w)I+wD 'U]. (4.27)

Se observa que a partir de (4.26), multiplicando ambos lados de la igualdad por D
queda:
D — wL]x**Y = b+ [(1 —w) D + wU] x®,

pero sabiendo que A = D — (L + U) entonces:
1 ~1
KD () [D _ L} r(b), (4.28)
w

La condicién (4.3) se mantiene si w # 0. En caso de w = 1 se tiene el método de
Gauss-Seidel. Si w € (0,1), esta técnica es conocida como método de subrrelajacion y
sirve para obtener la convergencia de algunos sistemas que no son convergentes con el
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método de Gauss-Seidel. Mientras que si w € (1,00) a la ecuacién (4.28) se la conoce
como método de sobrerrelajacion o SOR y se utiliza para acelerar la convergencia de
sistemas que son convergentes con el método de Gauss-Seidel.

Como no hay condiciones concretas definidas sobre cémo identificar el valor de w
ideal, se enuncian dos teoremas que seran ttiles en algunos casos.

Teorema 13 (Kahan). Si A;; # 0 parai =1,2,...,n, entonces el método de relajacion
puede converger solo si 0 < w < 2.

Teorema 14 (Ostrowski-Reich). Si A es una matriz definida positiva y si 0 < w < 2,
entonces el método de relajacion converge para cualquier eleccién del vector inicial x(©).

4.3. Condiciones de convergencia y terminacién

Las condiciones establecidas para la convergencia de (4.2) fueron dadas en funcién
de la matriz B. Si se requiere conocer qué sistema serd convergente con alguno de
los métodos iterativos, sélo es necesario analizar la forma de la matriz de coeficientes,
independientemente de los valores de b.

Definicién 15 (Matriz Diagonal Dominante). La matriz A € R™*" es diagonal domi-
nante si:

n—1
|Aiil > > Ay,
j=0
J#i
parat=0,1,...,n— 1.

Se puede demostrar, por medio del Teorema de Punto Fijo, que si la matriz de
coeficientes A es diagonal dominante, entonces los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel
convergen.

Para terminar las secuencias iterativas desarrolladas anteriormente, se utiliza el
error relativo. En este caso, no se comparan las normas de x(*=1) y x(¥) | sino que se
intenta estabilizar la convergencia de Ax®*) = b(¥) con respecto a b. Es decir que la
condicién de terminacién? es:

b — Ax®)|
I

para un cierto € pequeiio definido de acuerdo al problema.

(4.29)

4.4. Refinamiento iterativo

También conocido como el método de iteracion directa, es uno de los mas bésicos
dentro de los métodos iterativos aunque es el de mayor potencia de calculo.

Asumiendo que x(©) es el vector solucién aproximado del sistema Ax = b, obtenido
por algin método directo o por un método iterativo con convergencia lenta y sin llegar
a la condicién de convergencia, se puede ver que:

Ax©) = pl0)
Ahora restando a la segunda expresién, la primera (sistema inicial):
AxO —Ax=b® —p
A (x(o) - x) =),

2no es la tnica, pero si una de las més utilizadas
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donde se utilizan el wector de error, ya definido en (4.4), y el wector residual:
r(® = b® — b. Ahora se puede resolver el sistema:

Ael® =) (4.30)

para calcular el error del vector solucién inicial. Se obtiene una nueva solucién del
sistema o una solucién refinada con respecto al vector solucién inicial. La expresion
(4.30) se puede suponer como una secuencia iterativa, entonces:

xFHD) — (k) 4 o(F), (4.31)

donde e(®) es 1a solucién del sistema Ae®) = r(k) = p — Ax(*),
La finalizacién de este método ocurre cuando se cumple alguna de las siguientes
condiciones:

= La norma del vector residual en la iteracién k es mayor que la norma del vector
residual en la iteracién k — 1. Es decir que no se puede refinar mas, ya sea por la
aritmética utilizada o por el sistema en si.

= Se verifica que el cociente entre la norma del vector residual en la iteracién k y
la norma del vector de constantes es menor a un cierto € pequeno definido de
antemano. Esta es la misma condicién que (4.29).

= Se alcanzo la cantidad maxima de iteraciones, esta condicién se aplica siempre
sobre el desarrollo en computadora.

Ejemplo 32. Se desea mejorar la solucion aproximada x| del sistema de ecuaciones
lineales Ax = b, donde:

0,6000 1,921 1,605 1,347 0,3922
x© =1 -0,3000 |, A=|2977 2,095 2404 |, b= 06554
—0,2000 2,029 1,608 2,662 0,1711

Para eso se aplicard el algoritmo de refinamiento iterativo con la condicion de stop de
e =1x1073. Con el fin de resolver los sucesivos sistemas de ecuaciones que surgen a
través de la aplicacion del algoritmo, se descompondrd A segin Doolittle:

1,921 1,605 1,347 1 0 0 1,921 1,605 1,347
2977 2,095 2,404 | = | 1,550 1 0f- 0 —0,3923 0,3165
2,029 1,608 2,662 1,056 0,2224 1 0 0 1,169
Entonces:
0,4017 —0,0095
Axg=bg= | 06769 |, b-byg=ro= | —0,02149 |,
0,2026 —0,03149
Irofle  0,03149
= 0,03149, = = (,0480,
—0,0095 0,004116
Lyg=r9p=yo= —0,006765 |, Uey =yg = €9 = 0,003476 ,
—0,01995 —0,01706
0,6041
X1 =Xg+ e = x1 = | —0,2965
—0,2170
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Realizando la segunda iteracion:

0,3922 0
AX1 = b1 = b1 = 0,6555 s b — b1 =ry = 0,0001 R
0,1712 0,0001
Ir1]|ec  0,0001
oo — YU, 17 - =V, 1 2 .
Ir1]lso = 0,000 Bl = 0ga5d ~ 0001525

Debido a que se cumple la condicion de stop, la solucion refinada del sistema de ecua-
ciones es xXj.

4.5. Ejercicios
1. Construir los siguientes algoritmos en PC:

a) Método de Jacobi. Entrada: una matriz cuadrada de orden n; un vector
columna de longitud n; un vector inicial zg, la cantidad méaxima de iteracio-
nes; la tolerancia para terminar el algoritmo. Salida: el vector solucion del
sistema o un cartel que indique la no convergencia del algoritmo.

b) Método de Gauss-Seidel. Utilizar las mismas entradas y salidas dadas en
el algoritmo de Jacobi.

¢) Refinamiento iterativo. Utilizar las mismas entradas y salidas dadas en
el algoritmo de Jacobi.

2. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones utilizando el método de Jacobi y
Gauss-Seidel. Iterar hasta obtener un error relativo menor a 0,001:

a)
3x1 +a0 =7
3z1 + 1,0001z9 = 7,0001

b)
0,003z7 4+ z2 = 1,006
3r1+x0=7
¢)
5.%1 - 4:02 =1
—921 4+ 1029 =1

2%1 — T2 = 1
—x1+429 =3
3. [EMT)] Generar una matriz A de dimensién 2 que cumpla con K(A) > 10* en

alguna norma matricial. Resolver Ax = b, donde b = [~2;1]7 utilizando Gauss
con aritmética reducida y mejorar la solucion con refinamiento iterativo.

4. Mejorar, si es posible, las soluciones obtenidas en el ejercicio 2 utilizando Refina-
miento Iterativo.

5. Resolver el sistema Hx = b, donde H es la matriz de Hilbert de orden 3 y
b = [1;2;3]7. Utilizar xo = [30; —190; 200].
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

[EMT] Generar una matriz A tal que 5 < K(A) < 10. Resolver el sistema
Ax = b, donde b = [1;1; 1], utilizando relajacién. Probar con w = 0,4; 0,8; 1,2
y 1,6.

Generar dos planillas de calculo que permita resolver sistemas de ecuaciones li-
neales de dimensién 3. Una utilizando el método de Jacobi y la otra Gauss-Seidel.

. Demostrar que p(A) < 1 si y sélo si limy_,oc A¥x = 0 para todo x.

;,Cuales de los axiomas necesarios para definir normas se cumplen por la funcion
de radio espectral p y cudles no?

Utilizando una aritmética de punto flotante de 4 digitos y truncamiento, obtener
una aproximacion a la solucién con tres digitos correctos del sistema:

0,8647z1 + 0,5766x2 = 0,2885
0,4322z1 + 0,2882x9 = 0,1442

Calcular el residuo una vez finalizado el algoritmo iterativo.

Resolver el sistema:
8z + 3y + 2z = 20,00

16z + 6y + 4,001z = 40,02
47 + 1,501y + z = 10,01

utilizando los método de Gauss y Gauss-Seidel (semilla: zg = yg = 29 = 1). (Cudl

es mas eficiente? ;Por qué?

Sea B una matriz diagonal de orden n. Demostrar que para cualquier matriz A
de orden n se cumple que:

diag(BA) = Bdiag(A)

Sea B una matriz diagonal de orden n. Demostrar que las iteraciones de Jacobi
para resolver Ax = b y BAx = Bb generan la misma secuencia de iterados x".

[EMT) Establecer una condicién suficiente sobre el pardmetro 8 de forma tal que
los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel converjan cuando se aplican para obtener
una solucion del sistema cuya matriz de coeficientes es:

—10 2
a=| 502

[EMT] Para el sistema:

0,9632621 + 0,8132125 = 0,38824
0,8132121 + 0,6865472 = 0,74988

a) Determinar el radio espectral de la matriz de iteraciéon P~! para el método
de Gauss-Seidel.

b) Utilizando el método de Gauss-Seidel y la semilla x = [0,33116;0,70000]
resolver el sistema. ;Cémo se explica el resultado?

Considerar el sistema:

21— Loy — Loy =1
$2—%x3—%$4:%
—iﬂ?l—%l‘gﬁ-xg:%
—%1’1—%3324-.%4:%
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17.

18.

19.

20.

21.

a) Utilizando como semilla a x = 0 realizar cuatro iteraciones del método de
Jacobi.

b) Con la misma semilla que el item anterior, hacer cuatro iteraciones del méto-
do de Gauss-Seidel.

c¢) ;Cudl es la solucién verdadera del sistema?

d) Calcular la matriz B para los métodos utilizados y encontrar su radio espec-
tral.

Mostrar que la iteracién matricial B+t = B <2I — AB(Z.))7 utilizada para

obtener A~1, donde B(® es una aproximacién a A~1, es andloga al método de
Newton Raphson para encontrar el inverso de un nimero. ;Qué condiciéon debe
cumplir I — ABO© para que el esquema planteado sea convergente?

Analizar la convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel para la matriz
de segundo orden:
_| Lt
A= { p 1 ] ’

donde |p| < 1y el vector semilla es distinto del vector nulo.

[EMT] Aplicar la técnica de relajacion sobre el método de Gauss-Seidel con
diferentes valores para el pardmetro w = 0,2;0,4;...;1,8 con los dos sistemas
dados a continuacién. Identificar cuales de los valores de w son mejores para cada
problema, iterando hasta que HX(]“H) - x(k)H / Hx(k)H < 1076:

a)
5{L‘1 — 4$2 =1
—9.T1 + 10562 =1

2:L’1—$2:1
—x1 +4x9 =3

[EMT] Una forma de refinar una aproximacién a la inversa de una matriz A se
presenta en el siguiente esquema iterativo:

c(m+1) _ ¢(m) (1 I R<m>) . R 1 At

donde R® =1 - AC© y C ¢s la aproximacién a A~!. Implementar este
esquema en PC y utilizarlo para refinar las inversas de la matriz de Hilbert que
calcula EMT.

[EMT] Para resolver el sistema de ecuaciones lineales en bloque:
5ol
B Ay |lvy by |’
Quarteroni propone el siguiente esquema iterativo:
Ax*HD L By® — by Bx® 4+ AyyF ) = by,

que es convergente para cualquier x(@, y(©) g p(Ale) <ly p(Ang) < 1.
Implementar este codigo en PC, generar un sistema y resolverlo. Comparar lo ob-
tenido con los resultados al aplicar los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel. Utilizar
x(0) = y(0) = [1;1)7.
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4. S.E.L. - Métodos Iterativos

22. [EMT] Sea A una matriz simétrica de orden n cuyos autovalores son reales y
pertenecen al intervalo [a, 8], 0 < o < (. Entonces es posible resolver el sistema
lineal Ax = b a través de la iteracion de Richardson:

xFH) = (1 - wA)x® 4 wh,
donde e* D) = (I — wA)e®).

a) Implementar este cddigo en PC y verificar que la eleccién éptima del pardme-

tro es w =

a+ B’
b) Probar el cédigo anterior con el sistema Ax = b donde:

0,864 0,369 0,601 0,618
0,369 0,831 0,367 0,102
0,601 0,367 0,641 0,130
0,618 0,102 0,130 0,850

y b es un vector definido libremente.

23. Demostrar que, para cualquier matriz A € R™*" y para cualquier norma consis-

tente, se verifica que:
p(A) < [|A].

24. Dado el sistema de ecuaciones:

T+ 229 — 223 =17
r1+x2 + 23 =2
21’14—21’24—1’3:5

a) Calcular el radio espectral de las matrices B de iteracién para los métodos
de Jacobi y Gauss-Seidel.

b) Resolver el sistema por ambos métodos.

25. Dar un ejemplo de una matriz A que no sea diagonal dominante, pero que el
sistema Ax = b igual sea convergente al utilizar algin método iterativo (no
refinamiento).
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APUNTES DE CALCULO NUMERICO | con aplicaciones sobre Euler Math Toolbox | S. Herndndez

Autovalores

Autovalores y autovectores son herramientas estandar dentro de la computacién
cientifica. Los autovalores proporcionan informacién acerca del comportamiento de sis-
temas modelados por medio de una matriz u operador. El problema de calcular au-
tovalores y autovectores de una matriz aparece en la mayoria de desarrollos en fisica
e ingenieria. Los autovalores son de mucha utilidad para calculos de analisis de reso-
nancia, inestabilidad y tasas de crecimiento 6 decrecimiento de sistemas, por ejemplo,
sistemas con vibraciones, alas de avién, edificios, puentes y hasta moléculas. Ademas, la
descomposicién por autovalores juega un importante rol dentro de los métodos numéri-
cos, tales como resolucién de SEL por iteraciones 6 ecuaciones diferenciales.

5.1. Introduccion

Un punto central dentro del estudio de matrices A € R™*" son los vectores especiales
cuyas direcciones no cambian cuando son multiplicados por una matriz A, sino que sdélo
sufren estiramientos 6 contracciones.

Definicién 16. Si A €e R™*" x e R", x#0, A € R y ademds:
Ax = )x, (5.1)

entonces el escalar real \ se denomina autovalor (eigenvalue 6 valor propio) de A y
x es el autovector (eigenvector d vector propio) de A asociado a .

Cuando un autovalor A es conocido, el autovector asociado se obtiene resolviendo
el sistema lineal homogéneo:
(A= AD)x =0. (5.2)

Por lo tanto, A es un autovalor de A sélo si A — AI es una matriz singular. Clara-
mente, un autovector x se puede determinar por resolucién del sistema asociado, salvo
una constante multiplicativa oz # 0. Una solucién no trivial de (5.2) existe sélo si el
determinante de la matriz de coeficientes es cero, por lo tanto:

|A — AI| = 0. (5.3)

La expansién de (5.3) lleva a una ecuacién polinomial denominada ecuacién carac-
teristica 6 polinomio caracteristico:

p(A) = a1 \" + N ap )+ ang

donde las raices )\;,7 = 1,2,...,n, son los autovalores de la matriz A.
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5. Autovalores

La ecuaciéon caracteristica puede ser reescrita como:
p(A) =a1(A1 = A)( A2 = A) - (A — A).
Utilizando la relacién entre raices y coeficientes de una ecuacién algebraica se obtiene:
p(0) = A ha--- Ay = |A], (5.4)

ademads, también se verifica que:
n
)\1+)\2+"'+)\n:ZAii- (5.5)
i=1

Ambas relaciones son tutiles para comprobar la precisién del espectro de autovalores.

Ejemplo 33. La matriz:

1
A= 2

O = =
= o O

determina una ecuacion caracteristica:
1—A 1 0

A-X|=| 2 1-X 0 |==-X+322-x-1
-3 0 1-2A

cuyas soluciones son A\ = 1, Ao = —0,4142 y A3 = 2,414. Reemplazando A3 en (5.2) y
resolviendo el sistema:

1,414 1,000 0,000 1 0,000
2,000 —1,414 0,000 zs | = | 0,000
—3,000 0,000 —1,414 T3 0,000

se obtiene uno de los autovectores asociados a As3.

Algunas propiedades importantes de autovalores y autovectores, dadas sin demos-
tracion:

s Todos los autovalores de una matriz simétrica son reales.

» Todos los autovalores de una matriz simétrica y definida positiva son reales y
positivos.

= Los autovectores de una matriz simétrica son ortonomales.
= Si los autovalores de A son \;, entonces los autovalores de A~! son )\i_l.

Generalmente, las matrices que se originan a partir de problemas fisicos son simétricas.
Esto es un beneficio, pues es mucho mas simple calcular los autovalores de matrices
simétricas que de aquellas que no lo son. Los problemas de andlisis de vibraciones y
estabilidad se resuelven a través del cdlculo de autovalores.

Comandos de EMT. Los comandos 4utiles para calcular autovalores y autovectores
son:

» charpoly(A:matriz numérica). Calcula el polinomio caracteristico, donde A es
una matriz cuadrada. La salida es un vector con los coeficientes del polinomio,
ordenados de la menor potencia a la mayor.
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5. Autovalores

. {1,X}=eigen(A:matriz numérica, usekernel:booleano, usecharpoly:bool
eano, check:booleano). Calcula autovalores y autovectores, donde A es una
matriz cuadrada; usekernel desactiva el uso de AlgLib y LAPACK, el valor por
defecto es 0; usecharpoly permite calcular los autovalores como raices del poli-
nomio caracteristico, el valor por defecto es 0; check, habilita el testeo luego de
calcular por AlgLib, el valor por defecto es 1. Las salidas son I, un vector con los
autovalores y x una base de autovectores, organizados en columnas.

Ejemplo en EMT 13. Dada la matriz:

1 2 3
-4 5 —6 |,
7T 8 9

calcular el polinomio caracteristico, los autovalores y una base de los autovectores.

>charpoly([1,2,3;-4,5,-6;7,8,9])
[120, 94, -15, 1]
>{1,x}=eigen([1,2,3;-4,5,-6;7,8,9]1); 1, x
[ -1.07788+01 8.03894+6.83414i 8.03894-6.834141i ]
-1+0i 0.190618+0.09203791i 0.190618-0.09203791i
0.015455+01i -0.568435+0.400091i -0.568435-0.4000911i
0.682322+01 0.61654+0.383461 0.61654-0.383461

5.2. Teoremas de Gerschgorin

Los teoremas de Gerschgorin proporcionan una manera simple de determinar re-
giones en las cuales se ubican los autovalores de una matriz. Es general y no asume
condiciones especiales para las matrices tales como la simetria 6 la tridiagonalidad,
ademads opera desde y hacia valores complejos.

Definicién 17. Sea A € C""™ y n > 2. Los discos de Gerschgorin
D;,i=1,2,...,n, de la matriz A se definen como las regiones circulares cerradas:

Di = {Z e C: |Z — A“’ < Rz} (56)
en el plano complejo, donde:

n
Ri=7) |4yl (5.7)
j=1
J#i
es el radio de D;.
Teorema 15 (Primer Teorema de Gerschgorin). Sea n > 2 y A € C"". Todos los
n
autovalores de la matriz A se ubican en la region D = |J D;, donde D;,i =1,2,...,n,
i=1

son los discos de Gerschgorin.

Demostracion. Suponiendo que A € Cy x € C? son un autovalor de A y su autovector
asociado, entonces:

n
ZAijl‘j:)\.ri, i:1,2,...,n.
j=1

Sea x, con k € {1,2,...,n}, la componente de x que tiene mayor médulo 6 una de
sus componentes si mas de una tienen el mismo mdédulo. De las hipdtesis se sigue que
xg # 0, puesto que x # 0. Por lo tanto:

2| < |wgl, j=1,2,...,n.
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5. Autovalores

Esto significa que:
(A= Aprllzk| = [Avp — Agra]

n
=) Apjz; — Appap
J=1

n
=D Az
j=1
itk
< |zk| Rk,

lo cual, dividiendo ambas expresiones por |zy|, muestra que A se encuentra en el disco

n
de Gerschgorin Dy, de radio Ry centrado en Ag,. De aqui, A € D = |J D;. O
i=1

Teorema 16 (Segundo Teorema de Gerschgorin). Si la union M de k discos de Gersch-
gorin D; es disjunta de los discos restantes, entonces M contiene exactamente k auto-
valores de A.

Demostracion. Considerar para ¢ € [0,1] la familia de matrices:
A(t) = tA + (1 — t)diag(Ay).

Los coeficientes en el polinomio caracteristico son funciones continuas de t, y por lo
tanto los autovalores A(¢) de A(t) son también funciones continuas de t. Como es cierto
que A(0) = diag(A;;) vy A(1) = A entonces \;(0) = A;i y Ai(1) = A;. Para t = 0, hay
exactamente k autovalores en M. Por razones de continuidad un autovalor \;(f) no
puede saltar a un subconjunto que no tiene una conexién continua con A;; para t = 1.
De ahi que k autovalores de A = A(1) se ubican en M. O

Ejemplo 34. Sea:
3,432 0,1672 0,1981
A = | 0,01552 1,106 0,4897
0,9841 0,3724 10,9395

Se generan tres discos de Gerschgorin:

Dy = {|z — 3,432| < 0,3653},
Dy = {|z — 1,106] < 0,5052},
D3 = {|z — 0,9395| < 1,356}.

FEsos discos se dividen en dos dreas:

Ml :D17
My = Dy U D3 = Ds.

Por lo tanto, en Ma deben existir 2 autovalores y el restante esta en My. Los auto-
valores de A son A1 = 3,524, Ao = 0,5789 y A3 = 1,374. Entonces \1 € My y Ao,
A3 € M.

5.3. Meétodos de la potencia

Los métodos de la potencia son 1utiles para aproximar los autovalores extremos de
una matriz, es decir, los autovalores que tienen mayor y menor médulo, denotados
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como A1 y A, respectivamente. También permiten obtener los autovectores asociados
a dichos autovalores. La resolucién de estos problemas son de interés para aplicaciones
de la vida real (geosismica, vibraciones de maquinas y estructuras, andlisis de redes
eléctricas, entre otras) donde el cémputo de A, determina la frecuencia adecuada de
un sistema fisico.

5.3.1. Aproximacion del autovalor dominante

Sea A € R™ "™ una matriz diagonalizable y sea X € R™*" la matriz de sus autovec-
tores x;,7 = 1,2,...,n, suponiendo que los autovalores de A pueden ser ordenados en
forma descendente de acuerdo a su moédulo:

A1l > [A2] > [As] > ... > Al

donde A; tiene multiplicidad algebraica igual a 1. Bajo estas condiciones, A\; es deno-
minado el autovalor dominante de la matriz A. Dado un vector inicial arbitrario
q® € R", se realizan las iteraciones k = 1,2, ... basdndose en potencia de matrices.
Dicho método se conoce como el método de la potencia:

20 — At

(5.8)

La convergencia del método se demuestra por induccién sobre k. Sea (%) arbitrario:

(k)
k) _ %
d Hz(k)‘z7
entonces:
(k—-1)
k) — Agk—1) _ A2 "
2 oA A,
(k—2)
_ A24(k=2) _ A2 %
R P

_ AP — A3 z(k=3)

=N (5.9)
(el P

= AFq,
Akq©®
= [,
2

Esta relacion explica el papel jugado por las potencias de A en el método. Como
A es diagonalizable, sus autovectores x; forman una base de R™*"; entonces es posible
representar q' como:

n
q(O) :Zal}(Z? (673 GR, 'L.:1727...,n. (5-10)
=1

85



5. Autovalores

Més ain, como A"x; = A\I'x;, entonces:
n
() k
A q( )= A E ;X
i=1

n
= AF <a1x1 + Z aixi>
=2

. (5.11)
= al)\’fxl + Z ai)\fxi
i=2
"o (AT
= a \F RN A3 ‘
QA7 <X1+Za1 <A1 X |,
=2
Como |A\;/M1| < 1 para i =2,3,...,n, a medida que k crece el vector A*q(®) tiende a

converger su componente principal hacia la direccién del autovector x;, mientras que
sus componentes en otras direcciones x; decrecen. Utilizando (5.9) y (5.11):

w_ oM eEt+y®) o xy®
Jaadk Ger +y®) [, ~ " e +y @,

q

donde iy, es el signo de al)\’f y y®) denota un vector que tiende a cero cuando k — oc.
Es decir que el vector q*) se alinea a través de la direccién del autovector x;.

Como la sucesion {Egk)} converge en \j se puede usar esta condiciéon para terminar
el algoritmo iterativo (5.9):

o - 20 <

cumplida la condicién, el autovalor dominante es [,g ) y uno de sus autovectores aso-

ciados es q(¥).
Ejemplo 35. Sea la matriz:

0.81472368 0.91337585 0.27849821
A= 0.905791953 0.63235924 0.54688151 |,
0.12698681 0.09754040 0.95750683

utilizando el método de la potencia se aproximard su autovalor dominante. Eligiendo
q® = [1,2,3]7, la tabla 5.1 muestra las iteraciones realizadas hasta lograr la condicion
de stop (cantidad mdxima de pasos: 50, ¢ = 0,001).

5.3.2. Aproximacion del autovalor minimo

La aplicacién del método de la potencia, (5.8), a la matriz (M,,)"" = (A — pl) ™
se denomina iteracién inversa 6 método de la potencia inversa. Al nimero y se
lo llama desplazamiento.

Los autovalores de M;l son & = (A — ,u)_l, asumiendo que existe un entero m tal
que:

Mm—pl <|Ni—pl, Vi=1,2,....n i#m. (5.12)

Esto equivale a exigir que el autovalor A,,, que es cercano a u, tenga multiplicidad
igual a 1. Més aun, (5.12) muestra que &,, es el autovalor de M;l con el mayor médulo.
En particular, si g4 = 0, A, resulta ser el autovalor de A con el menor médulo.
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k z(K) £gk> €

1] 0,57300884 0,62808292 0,52647196 | 1,77248545 | 3,53E-01
2 | 0,65685084 0,66624455 0,35307955 | 1,79331812 | 1,61E-01
3| 0,68981371 0,67168168 0,27018654 | 1,77827953 | 7,28E-02
4 | 0,70276070 0,67274556 0,23138888 | 1,76614809 | 3,39E-02
5 | 0,70845526 0,67281780 0,21309001 | 1,75938575 | 1,60E-02
6 | 0,71105753 0,67276994 0,20439618 | 1,75594489 | 7,59E-03
71 0,71227719 0,67272721 0,20024810 | 1,75425221 | 3,62E-03
8 | 0,71285528 0,67270239 0,19826457 | 1,75343125 | 1,73E-03
9 | 0,71313085 0,67268950 0,19731506 | 1,75303561 | 8,30E-04

Tabla 5.1: Salida del algoritmo del método de la potencia del ejemplo 35.

Dado un vector arbitrario q(© € R™, para k = 1,2,... se construye la siguiente

secuencia;:
(A — puI)z® =gV
(k)
k) _ 27
= 12 (5.13)

S _ <q<k>)T Aq®).

Debe notarse que los autovectores de M, son los mismos que los de A. La principal
diferencia con el algoritmo (5.8) es que en cada paso k debe ser resuelto un sistema
lineal cuya matriz de coeficientes es M, = A — pul. Por conveniencia numérica, la
factorizacién LU de M,, es recomendada. De esta forma, sélo se deben resolver dos
sistemas triangulares en cada iteracién.

A pesar de que es mucho mas pesado computacionalmente que el método de la po-
tencia, el método de las iteraciones inversas tiene una gran ventaja: converge a cualquier
autovalor de A (el més cercano al desplazamiento u). Este método es ideal para refinar
cualquier estimacién inicial de un autovalor, por ejemplo, obtenida con el teorema 15.

Para asegurar la convergencia de la iteracién (5.13) se asume que la matriz A es
diagonalizable, asi que q(©) puede ser representada en la forma (5.10). Procediendo de
la misma forma que en el método de las potencias, se tiene:

n k
a9 = 5% <5> X
4 zz; am \&m ’

donde x; son los autovectores de M;l (y también de A), mientras a; tienen la forma
planteada en (5.10). Como consecuencia, volviendo a la definicién de &; y usando (5.12)
se tiene:

lim q® =x,,, lim o® = \,,.
k—o0 k—o0

La convergencia se vuelve mas rapida cuando p es cercano a Ap,.

Ejemplo 36. Sea:
0,6554 0,2009 0,8936
A = 02818 0,5250 0,3141
0,4446 0,2994 0,2826

una matriz diagonalizable. Aplicando el teorema 15 se definirdn intervalos donde se
ubican los autovalores de A. Entonces A\, € [—0,4391;1,749], A, € [—0,0709;1,120] y
Ae € [—0,4614;1,026]. Como no son tres regiones disjuntas, se utilizard el intervalo
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[—0,4614; 1,749] para localizar los tres autovalores. Dividiendo la region antes mencio-
nada en tres subregiones y tomando el punto medio de cada regién como desplazamiento
queda pg = —0,093, pp = 0,6437 y ue. = 1,380. En la tablas 5.2, 5.3 y 5.4 se muestran
las iteraciones que se realizaron para obtener las aproximaciones a los autovalores de

A.

k z(k) U(gk) €

1| 2,64942827 1,09403353 -1,34581854 | 0,14610423 1,32E4-00
2 | -6,49578040 0,31625849  6,30547717 | -0,19056200 3,76E-01
3| 7,21280324  0,27736074 -6,90564637 | -0,19290645 6,26E-02
4 | -7,38568389 -0,16010847 7,02960229 | -0,19105556 1,21E-02
5| 7,33629572  0,18526657 -6,99638208 | -0,19162600 2,57TE-03
6 | -7,34845875 -0,17969594 7,00452066 | -0,19148729 | 5,74E-04

Tabla 5.2: Salida del algoritmo del método de la potencia inversa para p, del
ejemplo 36.

5.3.3. Problemas de implementacion

El anélisis de convergencia de las secciones anteriores muestra que la efectividad
de los métodos dependen fuertemente de la separacion entre el autovalor dominante
del resto (JA2]/|A\1] < 1). Se analizard el comportamiento de la iteracién (5.8) cuando
existen dos autovalores de igual médulo. Tres casos pueden ser identificados

= )\y = A1: los dos autovalores dominantes son coincidentes. El método ain conver-
ge, para un k suficientemente grande, la relacién (5.11) se transforma en:

Akq(o) ~ )\’f (a1x1 + agxa)

lo que es un autovector de A. Para k — oo, la secuencia q*) (luego de una
adecuada redefinicién) converge a un vector que se encuentra en el subespacio

generado por los autovectores x; y X2, mientras que la secuencia £*) converge a
AL

= )y = —)\q: los dos autovalores dominantes son opuestos. En este caso el autovalor
dominante puede ser aproximado aplicando el método de la potencia a la matriz
A2 En efecto, para i = 1,2,...,n, \; (A2) = [\ (A)]27 de esa forma A2 = \3 y
el andlisis continia en el caso anterior, donde la matriz es ahora AZ2.

= Ay = \;: los dos autovalores dominantes son complejos conjugados. Aqui surgen
oscilaciones amortiguadas en la secuencia de vectores q'¥) y el método de la
potencia no es convergente.

Ejercicio 15. Calcular los autovalores, en forma exacta, de las siguientes matrices:

3 0 -1
A=|0 -2 0
1 2 3 ]
(2 2 1]
B=|0 -2 0
12 4 |
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k z(F) aék) €

1 | 2,68745083  0,51644235 0,96777480 | 1,13881276 | 7,44E-01
2 | 0,40789721 1,37750431  0,72105056 | 0,97775407 | 7,90E-01
3 | 2,07883976 -1,00625369 0,48298148 | 0,62247881 | 8,36E-01
4 1-0,91226195 2,55035834  0,42451366 | 0,40363956 | 6,62E-01
5 | 2,10956724 -2,43707382 0,14792618 | 0,36073872 | 2,64E-01
6 | -1,65775979 2,77184183 0,13017111 | 0,34016562 | 1,51E-01
7 | 1,90490276 -2,68772033 0,00538688 | 0,34132562 | 6,31E-02
8 | -1,79981970 2,74318308  0,05392959 | 0,33919441 | 3,02E-02
9 | 1,84897697 -2,72216084 -0,02601755 | 0,33987508 | 1,33E-02
10 | -1,82697741 2,73278258  0,03829141 | 0,33952442 | 6,14E-03
11 | 1,83699046 -2,72827832 -0,03259008 | 0,33968049 | 2,74E-03
12 | -1,83245964 2,73041354  0,03512142 | 0,33961138 | 1,25E-03
13 | 1,83451194 -2,72947687 -0,03395570 | 0,33964380 | 5,64E-04

Tabla 5.3: Salida del algoritmo del método de la potencia inversa para p; del

ejemplo 36.

k z(k) Uﬁk) €

1 | -20,28173697 -12,45611532 -12,52653653 | 1,31742981 | 2,69E-01
2 | 11,72018858 7,00711608 7,08443481 1,31499998 | 7,74E-03
3 | -11,70664100 -6,98807132  -7,06900232 | 1,31488478 | 4,66E-04

Tabla 5.4: Salida del algoritmo del método de la potencia inversa para p. del
ejemplo 36.

89




5. Autovalores

1 -3 -1
C=|(0 -2 0
0o 0 2

Ejercicio 16. Aplicar el método de la potencia a las matrices del ejercicio anterior.
Elegir los pardmetros de stop en forma conveniente para verificar lo desarrollado sobre
problemas de convergencia.

5.4. Ejercicios

1. Construir los siguientes algoritmos en PC:

a)

Teorema de Gerschgorin. Entrada: una matriz cuadrada de orden n.
Salida: un grafico con n circulos. Opcional: graficar los autovalores dentro
de los circulos.

Método de la potencia para autovalor dominante. Entrada: una ma-
triz cuadrada de orden n; un vector de n elementos; la cantidad maxima de
iteraciones; el error de terminacion. Salida: el autovalor dominante. Opcio-
nal: la lista de convergencia del método; un autovector asociado al autovalor
dominante.

Método de la potencia inversa. Entrada: una matriz cuadrada de or-
den n; un vector de n elementos; el desplazamiento; la cantidad maxima de
iteraciones; el error de terminacién. Salida: el autovalor més cercano al des-
plazamiento. Opcional: la lista de convergencia del método; un autovector
asociado al autovalor obtenido.

2. Graficar los circulos de Gerschgorin para las matrices:

a)

8 3 -3
A=|1 2 7
9 -1 4

6 6 5

B= 0 5 9
-6 0 7

T 2 -1
C=|1 -6 1
2 1 0

3. Obtener los autovalores de las matrices del ejercicio 2 utilizando la definicion.

4. Estimar el autovalor dominante, utilizando el método de la potencia, de las ma-
trices del ejercicio 2. Detener la iteracion cuando tres lugares decimales queden

estables.

5. Estimar el autovalor minimo, de las siguientes matrices:

a)

0,0603 0,3875 0,4970
A= 02542 0,0861 0,8659
0,1197 0,9146 0,4674
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[ 10,2972 0,4980 0,6083
B=| 07698 0,2778 0,9477
| 0,8995 0,5259 0,6375 |

[ 0,3437 0,6982 0,5686 |
C= 05991 0,2987 0,0485
| 0,3273 0,3960 0,4786 |

6. Construir matrices que muestren los problemas de implementacién planteados en
el apunte y resolverlos utilizando FEuler Math Toolbox para mostrar cual es el
comportamiento del algoritmo.

7. Demostrar que I — AB tiene los mismos autovalores que I — BA, siempre que A
6 B sea nosingular.

8. Sean A1, Ag, ..., A\, los autovalores de la matriz A € R™**. Calcular los autovalores
de A + oI, donde I es la matriz identidad de orden n y a € R.

9. Sea A = LU, donde L es triangular inferior con los elementos de la diagonal
principal iguales a 1 y U es triangular superior. Sea B = UL. Mostrar que A y
B tienen los mismos autovalores.

10. Una matriz es denominada nilpotente si A¥ = 0 para algtin k > 0. Mostrar que
una matriz nilpotente sélo puede tener autovalores que verifican |A;| < 1.

11. Sea A una matriz real, donde todos los discos de Gerschgorin son disjuntos.
Demostrar que todos los autovalores de la matriz A son reales.

12. Verificar que el método de la potencia no puede obtener el autovalor dominante
de la matriz:
1/3 2/3 2 3
1 0 -1 2
0 0 -5/3 —2/3
0 0 1 0

A=

y explicar por qué.

13. Por medio de los circulos de Gerschgorin, estimar la cantidad méxima de autova-
lores complejos que pueden tener las siguientes matrices:

a)

2 —1/2 0 —1/2
0 4 0 2
A=l 12 0 6 12
0 0 1 9
b)
-5 0 1/2 1/2
B_ |12 2 12 0

0 1 0 1/2
0 1/4 1/2 3

14. Dadas las matrices A y E, calcular los autovalores de A, luego de A + E y
determinar por qué existe tanta diferencia entre ellos cuando € — 0:

101 —90 —€ —€
A_[IIO —98]’E_[0 0}

91



5. Autovalores

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Dada la matriz:

00 —12
A=|1 0 11 ,
01 2
,por qué si se utiliza el método de la potencia y x(0) = [4; —5; I]T, la convergencia
esa A = —3, pero si se cambia la semilla a x(©) = [4; —5; 1+1x 107107 se converge
a =47
Considerar la matriz:
0 100
-1 0 0 0
A= 0 011
0 0 01

Mostrar que esta matriz tiene cuatro autovalores con médulo igual a 1. Justificar
por qué el método de la potencia para esta matriz presenta un comportamiento
que depende del vector semilla. Probar con varios casos: (1) 1 = z2 = 0, (2)
x3=24=0y 3) x1 =22 =23 =0.

[EMT] Modificar el cédigo del método de la potencia para que opere bajo norma
infinito, en vez de la norma 2 utilizada por definicion.

Es posible demostrar que:

) LI\ 1/E

= i ()"
k—o0

;, Qué relacién existe con el método de la potencia? ;Por qué es mejor aplicar el

método de la potencia en vez de la secuencia iterativa presentada?

Dada una matriz A se verifica que:
A =PDP!,

donde P es la matriz formada con los autovectores de A ubicados en columnas y
D es la matriz diagonal tal que sus elementos son los autovalores de A. Demostrar
por induccién que A" = PD"P~1.

Uno de los métodos de deflacién, conocido como Método de Hotelling, genera
una matriz B a partir de la definicién:

B =A - \xy,

donde )\; es el i-ésimo autovalor de A, x; es un autovector asociado a \; y el
vector y cumple que x’y = 1. Los autovalores de B son los mismos que los de la
matriz A a excepcién de )\;. Para las matrices del ejercicio 2, calcular el segundo
autovalor en magnitud.

Dada una matriz A, tridiagonal y simétrica, es posible calcular su polinomio ca-
racteristico sin aplicar la definicién. Para ello se utiliza la secuencia de polinomios
de Sturn:

Py(\) =1
Pi(A)=dy — A
Pi(N) = (di = N Pii(A) — 61 Pia(N),
para ¢ = 2,3,...,n, donde los elementos d; se ubican en la diagonal principal y

los ¢; se ubican fuera de ella.
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22.

23.

24.

25.

a) Implementar este cédigo en PC.

b) Comprobar su eficiencia con la matriz:

4 9 0
A=19 3 =2
0 -2 -1

Una aplicacién interesante de la secuencia de Sturn es que permite calcular la can-
tidad de autovalores menores que un cierto valor real «, de acuerdo a la siguiente
regla: La cantidad de cambios de signo en la secuencia Py(a), Pi(a),. .., Py(a)
es igual al nimero de autovalores menores que «. Si Pi(a) = 0, entonces debe
tomarse el signo opuesto a Pi_1(«).

a) Para la matriz del ejercicio anterior, calcular la cantidad de autovalores
menores que o = 2.

b) ;Existirdn problemas de implementacién para autovalores complejos? Justi-
ficar.

Por medio de la secuencia de Sturn, y dada la matriz:

-2 4 -1 0
A= 0o -1 4 =2
0 0 -2 5

a) Mostrar que A posee un autovalor en el intervalo [2;4].
b) Calcular el polinomio caracteristico.
¢) Calcular el autovalor que estd en el intervalo [2;4] utilizando el método de

biseccién sobre el polinomio del inciso anterior.

Se denomina matriz compariera a la matriz:

000 -+ 0 =—c
100 -+ 0 —cp1
1 0 0 —cpo
C =
000 -+ 0 —c
L0 00 -+ 1 —c |

y su polinomio caracteristico es:
P = A"+ X" X" 4 oA+ e

a) Generar una matriz tal que sus autovalores sean A\; = —5; A\a =2y A\3 = 1.
b) ;Puede generarse una matriz que tenga como autovalores a A\; = i, Ao = —i7

¢) (Puede generarse una matriz que tenga autovalores complejos no conjuga-
dos?

[EMT) Dada la matriz:

2 3
A=| -2 4 5/,
-3 -5 4

aplicar el método de la potencia, con x(©) = [1;1;1]7 y:
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a) 300 iteraciones, graficar la evolucién de £; a través de las iteraciones.
b) 1,5 x 10° iteraciones, calcular el promedio de las salidas £;.

¢) Mostrar que, al utilizar el método de la potencia inversa con 5 x 10° itera-
ciones y p = 13,817 el resultado oscila en forma amortiguada alrededor del
autovalor real de A. Sin embargo, si se elige n = 13,818, los iterados de L os-
cilan alrededor de la parte real del par de autovalores complejos conjugados.
LA qué se debe esto?
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APUNTES DE CALCULO NUMERICO | con aplicaciones sobre Euler Math Toolbox | S. Herndndez

Sistemas de
Ecuaciones No Lineales

La resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales es un problema que surge frecuen-
temente. En general se trata de evitar desarrollos que contengan este tipo de esquemas,
tomando aproximaciones lineales en un proceso llamado linealizacion. Cuando, por la
exactitud requerida o la complejidad del modelo, no se puede evitar el tener que resolver
un sistema de ecuaciones no lineales se recurre a dos métodos numéricos clasicos: punto
fijo y Newton-Raphson. Cuando el sistema a resolver posee una gran cantidad de varia-
bles, es conveniente recurrir a otras técnicas entre las que se destacan metaheuristicas
como evolucion diferencial o particle swarm optimization.

La expresion general de un sistema de ecuaciones no lineales es:

fl (55175527--‘715%) :0

f2 (.’El,fl,'g,...,l‘n) =0
. )
fn (x17$27---7$n) =0
donde cada f; : R® - R, ¢ =1,2,...,n puede ser una una funcién no lineal con respecto

a cualquiera de sus variables. El sistema también puede expresarse de la forma F'(x) = 0,
donde F es la funcién vectorial F': R™ — R" tal que:

F(z1,22,...,2n) = [f1 (x1, 22, ..., &n), fa (X1, @2, ... Tp) ooy o (X1, 22, ..oy 2p)]

Las funciones f1, fa,..., fn reciben el nombre de funciones coordenadas de F.
Por otra parte, si F' € C! (R"), se denomina matriz jacobiana de F en x € R” a la
matriz real de tamano n x n:

[ Oh 0A  OA ]

o0x1 Oxo o0xy,

0k 0fr O

T (x) = Oxr1 Oxo Oxy,
L Ox1 Oxo Oxy |

Se procederd a extender los métodos de punto fijo y Newton-Raphson a fin de poder-
se aplicar a sistemas con varias variables. Sin pérdida de generalidad, se trabajara con
sistemas bidimensionales puesto que es simple extender estos métodos a sistemas con
mas variables.
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6. Sistemas de Ecuaciones No Lineales

6.1. Meétodo multimensional de Punto fijo

Si se desea resolver el sistema:

por medio del método de punto fijo es necesario poder escribirlo como:

x—fl(a:,y):()
v folry) =0 (61

para poder generar las iteraciones que llevaran a la solucién. Es muy frecuente el caso
en que los sistemas no lineales presentan mas de una solucién. La notacién vectorial
servird para una descripcién mas compacta de este método.

Se define x = [x,y]T € R?, fi(x) = fi(z,y), f2(x) = falx,y) v

oo = [ fEn ][R

Entonces el sistema no lineal (6.1) se transforma en:
x = F(x), (6.2)
y el punto fijo p € R? de F satisface:

p = F(p). (6.3)
Sabiendo que R? es un espacio normado, entonces:

2
x5 =" af =] + 235 =2+, (6.4)

=1

Ahora, considerando una sucesién de vectores {x(™}, se dice que ésta converge a x
si y solo si:

Iim [|x™ — x| = 0.
n—o0

Ademés, como R? con la norma 2 es un espacio completo, toda sucesiéon de Cauchy
serd convergente.
Del mismo modo que para las funciones escalares, se considerara la secuencia de

vectores p(™ tales que:
p™*Y = F(p™), neN

Teorema 17. Sea R es un subconjunto cerrado de R?, F : R — R, y F es contractiva
en R. Entonces:

x = F(x)
tiene una tnica solucion p € R2. La sucesion {p(”)}, donde:
p"tD) = ™) p®eR, neN (6.5)
es tal que:
lim |[p™ —p| =0
n—oo
)

n an a
HP( ) — pl < m”p(b) - P( )H7 (6.6)

donde |F(p®) — F(p)|| < a|[p® — p@| para cualquier p®,p® € R, y0 < a < 1.
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Una eleccién tipica para R es la regién rectangular limitada y cerrada:
R={lz,y]" Jar <a <b, az<y<bol (6.7)

El siguiente teorema aplica la desigualdad de Schwarz a la estimacién de «. Es
cierto que aplicar este teorema es a menudo complicado en la practica, y es mas simple
utilizar el método y fallar experimentalmente que comprobar las condiciones necesarias.
Sin embargo, hay muchas excepciones por lo que conocer el teorema es 1til.

Teorema 18. Sea R C R? como se definid en (6.7), entonces si:
1/2
O\, (R, (082), (0f2)°
<6$1> + (axg a2 ) T\ o, (6.8)

|F®®) - F@)] < allp® - p@)|

o = max
xXER

se tiene que:

para cualquier p(@, p® e R.
Demostracién. Dados x1 = [z1,11]7, x2 = [22,y2]", existe un punto £ € R sobre el
segmento de linea que une x; con X2 tal que:
F(x1) = F(x2)+F(&)(x1 —x2)
of1(§) 0f (8

B < ox oy 1 — X9
= I ane) o [ T ]
or oy
por lo que
2
1P6) — POl = | 258 (o) = ) 4 20D, — )
2
+ [8{;35{) (x1 —x2) + 8{;;{) (y1 — y2)]
Of1(&)\* | (0fL()
< < > )+ 5 ) 1 — x>

_|_

(W;f))z " (af;f))gl —

a través de la desigualdad de Schwarz. En consecuencia:

I1FGer) — Feo) P < [(%ﬁ)z + (af5y<5>)2] -
(8f;f>)2 - (af;y(@)Q] -
<o

(af1 <3f1
= o ||x1 — xo|*.

+

<af2< >> <0f2( )) ”HXI_XZHQ
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Para aplicar este teorema, lo ideal es seleccionar F'y R de forma tal que 0 < o < 1.
Como ya se remarco, esto es a menudo totalmente experimental. El proceso iterativo
(6.5) puede ser utilizado como algoritmo siempre que se establezca de antemano un
criterio de stop. Una buena eleccién, para € > 0, es terminar el algoritmo cuando:

lp™ —pt~Y|
gl

Es permitido, en la condicién (6.9), usar cualquier norma. Como se parte de una eleccién
arbitraria de F' y R, es posible que dicha eleccién sea incorrecta. Es decir, la conver-
gencia puede no ocurrir. Por esto, es necesario agregarle al algoritmo implementado en
computadora, una condicién extra para stop: que finalice luego de m iteraciones.

Fl siguiente ejemplo muestra la utilizacién correcta del teorema de punto fijo. Sin
embargo, en la practica no ocurre asi, es més simple iniciar las iteraciones y fallar que
comprobar las condiciones solicitadas.

<e, p™£o. (6.9)

Ejemplo 37. Sea el sistema de ecuaciones:
2?4yt —-1=0
522 + 21y — 9 =0,

que debe resolverse para valores reales dentro del primer cuadrante. El mapeo multidi-
mensional escogido es:

Tyl =1 —y2
9 — 522
et =\

De acuerdo a las condiciones de dominio real, es necesario que:

ly| <1

3
2| < —= ~ 1,34164.
= V5

La matriz jacobiana del sistema es:

991 Og1 0 —y(1—y?)
ox Oy |

99 Bgr | | bw (95?1 0

or 0Oy 21 21

Eligiendo por ejemplo el punto inicial x(©) = [0,5;0,9] el sistema converge. Es im-
portante notar que este punto no cumple con las condiciones del teorema 17, por lo que
no se pudo asequrar su convergencia antes de realizar las cuentas.

La generacion del mapeo multidimensional es algo artesanal. A continuacion su
muestran algunos ejemplos de mapeos convergentes y divergentes.

Ejemplo 38. Sea el sistema de ecuaciones no lineales:

2
filey) =2 —a® =% =0

fo(z,y) =y -2 +4> =0,

donde se utilizard el método de punto fijo multidimensional con una tolerancia de
e = 0,0001 y un mdximo de 50 iteraciones. Se elige la siguiente funcion de iteracion

vectorial: ( (k))
J1(x
(k+1)\ _
7 >_[f2(x<k>)]’
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de forma tal que:

h (X(k)) = (z)” + L ()

f2 (x) = (@e) = (o).

Si el vector semilla es x(© = [1;1]7, entonces el método no converge. Se muestra
en la tabla 6.1 las primeras 6 iteraciones.

x(F)

f(x®)

€a

€r

S UL W N~ O

1,00000000
1,25000000
1,56250000
3,05175781
9,31322575
108,420217
11754,9435

1,00000000
0,00000000
1,56250000
0,00000000
9,31322575
0,00000000
11754,9435

1,25000000
1,56250000
3,05175781
9,31322575
108,420217
11754,9435
172723371

0,000000000
1,562500000
0,000000000
9,313225746
0,000000000
11754,94351
0,000000000

1,56E-+00
1,56E-+00
9,31E+00
9,91E+01
1,18E+04
1,73E+08

1,00E-+00
1,00E+00
1,00E-+00
1,06E+01
1,00E-+00
1,47E+04

Tabla 6.1: Salida del algoritmo de punto fijo multidimensional, sin convergencia,
para el ejemplo 38.

Sin embargo, modificando la funcion de iteracion vectorial:

f (x(’“)> =

f2 (x("?)) = T2

2
Ty

2, 1,2
Ty + 1Yk

2
Ly

y utilizando los mismos pardametros que en las iteraciones anteriores, el algoritmo con-
verge luego de 14 iteraciones. La salida se muestra en la tabla 6.2.

k x (k) f(x®) €a €r

0 | 1,00000000 1,00000000 | 0,80000000  0,50000000 - -

1 | 0,80000000 0,50000000 | 0,91103203 0,42666667 | 1,11E-01 | 2,22E-01
2 10,91103203 0,42666667 | 0,94801644  0,58176123 | 1,55E-01 | 2,67E-01
3 1 0,94801644 0,58176123 | 0,91395554 0,56818637 | 3,41E-02 | 5,85E-02
4 1 0,91395554 0,56818637 | 0,91189208  0,53266292 | 3,55E-02 | 6,25E-02
5 | 0,91189208 0,53266292 | 0,92140272 0,54255059 | 9,89E-03 | 1,82E-02
6 | 0,92140272 0,54255059 | 0,92023367 0,55037609 | 7,83E-03 | 1,42E-02
7 10,92023367 0,55037609 | 0,91791473 0,54620940 | 4,17E-03 | 7,57E-03
8 10,91791473 0,54620940 | 0,91867646 0,54492454 | 1,28E-03 | 2,35E-03
9 10,91867646 0,54492454 | 0,91915104  0,54628328 | 1,36E-03 | 2,49E-03
10 | 0,91915104 0,54628328 | 0,91885718 0,54636731 | 2,94E-04 | 5,38E-04
11 | 0,91885718 0,54636731 | 0,91878654  0,54598834 | 3,79E-04 | 6,94E-04
12 | 0,91878654 0,54598834 | 0,91887857 0,54603821 | 9,20E-05 | 1,69E-04
13 | 0,91887857 0,54603821 | 0,91887988  0,54612998 | 9,18E-05 | 1,68E-04
14 | 0,91887988 0,54612998 | 0,91885504 0,54609913 | 3,09E-05 | 5,65E-05

Tabla 6.2: Salida del algoritmo de punto fijo multidimensional, solucién obtenida

del ejemplo 38.
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Ejercicio 17. Modificar los pardmetros iniciales para que el algoritmo de punto fijo
multidimensional converja a la otra raiz real del sistema de ecuaciones del ejemplo
anterior. sQué conclusion se puede obtener después de probar con walores iniciales
cercanos a la otra raiz real?

6.2. Meétodo multidimensional de Newton-Raphson

Dado el sistema de ecuaciones:

Fi(x,y) = F1(x)

=0
Fy(w,y) = Fy(x) =0’ (6.10)

se resolvera por medio del método de Newton-Raphson multivariable. Si se asume que
una aproximacién de la solucién del sistema anterior es igual a:

0)

X( = [x()a yO]T

entonces resolver utilizando el método de Newton consiste en encontrar correcciones
Ax = [Ax, Ay], definidas para las incgnitas de modo que el vector:

xM) = [1, 1]
= [0 + Az, yo + Ayo] (6.11)
=x@ 4 Ax(©)

sea la solucién que se busca. Desarrollando las funciones en el lado izquierdo del sistema
(6.10) por medio de una serie de Taylor alrededor del vector conocido x(©)

OF (x©)  oF (x)
oz Ao + oy
oOF (x©)  OF, (x)
ox oy

Fl(X)%Fl (X(O))+ Ayo—l-

(6.12)

Fy(x) = Fy (X(O)) + Axg + Ayo + ...

y sabiendo que x es la solucién del sistema (6.10), entonces F;(x) = 0. Luego de aplicar
esto y truncar la serie de Taylor dejando sélo los términos lineales, se obtiene:

8F18(x(0)) A I 6F1 (X(O))

A T (6.13)
8F2£§z(0)) Az + 8F2a(;( (0))’A?/0 =—F (x©)
lo que puede ser expresado en forma matricial como:
OF (xO) R (xO) )
Az P (x
apza(iw)) apjiw) o | 7| —m Ex«»; ] S
BE dy
o en forma vectorial como:
Ip <X<o>) Ax0 — _F (Xm)) (6.15)

Ahora, Ax© representa la mejora de la aproximacién x(©) con respecto a la solucién

x. Pero Ax(®) = x(M —x© sin que x(V) sea la solucién de (6.10) ya que la serie de Taylor
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fue truncada. Como x() estd mds cerca de la solucién que x(©) se puede repetir este
proceso para obtener una mejor aproximacién, llamada x(2). Generando un algoritmo
iterativo, se obtiene lo que se denomina método de Newton multidimensional:

Jr (x(k)) cAxP) = —F (x(k)) (6.16)

donde:
Ax(F) — x(k+1) _ (k)

Al igual que el método de punto fijo multidimensional, se recomienda utilizar como
condicién de stop:
[ = x0)

]

<e,

con alguna norma conocida y x*+1) =£ 0.
Algunas consideraciones que deben ser tenidas en cuenta se refieren a la estabilidad
del sistema de ecuaciones lineales (6.16):

» Hs necesario utilizar un vector inicial que sea cercano a la solucién. De otra forma,
la convergencia no se asegura.

= Debe verificarse el condicionamiento de la matriz jacobiana en cada iteracidn,
puesto que cambia en cada paso y al estar cerca de la solucién su determinante
puede tender a cero.

» Se recomienda resolver el sistema (6.16) utilizando el método de Gauss con pivoteo
parcial con el fin de no agregar mucho error de propagacién.

Ejemplo 39. Sea el sistema de ecuaciones no lineales:

2?2 +y2 -5
22 —y?+3

F (x) =

9

entonces:

wo-[2 %)

Aplicando la formula iterativa (6.16) con e = 0,001 el sistema de ecuaciones converge
luego de 4 iteraciones. La tabla 6.3 muestra la sucesion generada.

x(F) F(X(k)) Jr (X(k)) €a €r
0,500000 1,000000 | -3,750000 2,250000 -4,00 - -
1,250000 2,500000 | 2,812500 -1,687500 -25,00 1,50E+00 | 6,00E-01
1,025000 2,050000 | 0,253125 -0,151875 | -16,81 4,50E-01 | 2,20E-01
1,000304 2,000609 | 0,003049 -0,001829 -16,01 4,94E-02 | 2,47E-02
1,00000 2,00000 | 0,000000 -0,000000 | -16,00 6,10E-04 | 3,05E-04

> W N R Ol

Tabla 6.3: Iteraciones del algoritmo de Newton-Raphson multidimensional del
ejemplo 39.

Ejercicio 18. El ejemplo anterior muestra un sistema de ecuaciones no lineales y una
solucion. Encontrar las tres soluciones restantes, utilizando diferentes vectores iniciales
y el método de Newton-Raphson multidimensional.
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6. Sistemas de Ecuaciones No Lineales

La seleccién de la semilla al momento de aplicar el método de Newton-Raphson
afecta la estabilidad de la matriz jacobiana a lo largo del proceso iterativo. El proceso
de inversién matricial (o la falta de pivoteo en el proceso de Gauss) genera matrices
mal condicionadas o inestables debido a la aritmética. Esto se aprecia en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 40. El sistema de ecuaciones no lineales:

2 2
S —1=0

Y 1=0

tiene por matriz jacobiana a:
2 2 2 2
2reT +y 2ue® +y
JF - e 2_ .2 ye 2.2
e 7Y —2ye” 7Y
Generando las iteraciones de acuerdo a:
x D) = ™) _ (Jp) L (xR (X(m) ,

se verifica que el sistema converge rdpidamente (17 iteraciones) si x© = [0,1;0,1]7
pero converge en forma lenta (221 iteraciones) si x(© = [10;10]7. Sin embargo, no
converge si x(©) = [20;20]T, debido a overflow.

6.2.1. Condiciones de convergencia

La convergencia del método multidimensional de Newton-Raphson depende fuer-
temente de la semilla utilizada. Es por ello que se considera un método local y no
global. A través del siguiente teorema se establece formalmente cudl es la condicién de
convergencia para una semilla determinada:

Teorema 19. Sea F : R" — R" una funcién de clase C' en un conjunto convexo
abierto D C R™ que contiene a X*. Suponiendo que Jl;l(x*) existe y también existen
tres constantes positivas R, C y L, de forma tal que ||Jg'(x*)|| < C y:

1Je(x) = Jr(y)l < Lix -y, vx,y € B(x*; R),

donde || - || denota una inica norma vectorial y matricial. Entonces, existe r > 0 de
forma tal que, para cualquier x(0) ¢ B(x*;r), la secuencia de iterados de Newton-
Raphson es inica y converge a x* con:

"D — x| < L™ — x|
Comandos de EMT. El comando para aplicar el método de Newton-Raphson multi-
dimensional es:

» newton2(f$:string, df$:string, x:numerical), donde f$ es una funcion
vectorial de x expresada como string; df$ es el jacobiano de la funcion vectorial;
x es un punto cercano a la solucion, utilizado como semilla. La salida es un vector
con la solucion del sistema.

Ejemplo en EMT 14. Calcular la solucion del sistema:
fi(z,y) = cos(z) —y* =0
fol,y) = sin(y) — 20 —2 =0
utilizando el algoritmo de Newton-Raphson multidimensional y la semilla [—1;1]T.

>function f([x,y])&=[cos(x)-y~2,sin(y)-2*x-2];
>function Df([x,y]l)&=jacobian(f(x,y), [x,y]1);
>newton2("f","Df",[-1,1])

[-0.606324, 0.906504]
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6. Sistemas de Ecuaciones No Lineales

6.3. Analisis de convergencia

La velocidad de convergencia es el factor que ayudard en la decision por uno u otro
método a la hora de resolver un problema concreto.

Sea {x(k)} una sucesién en R™ que converge a x. Se dice entonces que la convergencia
es:

= lineal, si:

IM,0 < M < 1, y kg tal que ||xFD —x|| < M||x® — x||,Vk > ko;

» cuadratica, si:

IM, M >0, y Jko tal que ||x*HD —x|| < M||x®) — x||2,VEk > ko;

= superlineal, si:
IM, M > 0, y 3ko tal que ||x*H) —x|| < M|x* —x||P V& > ko, 1 < P < 2.
Como no es posible conocer el valor exacto de x, se analiza entonces la tasa de

convergencia. Al analizar el cociente:

Hx(k-‘rQ) _ X(k+1) H

[0 =<

a partir de cierto k grande se puede determinar con qué velocidad p converge la sucesién,
siempre y cuando el cociente anterior se estabilice. Esta es la versién extendida de la
tasa de convergencia planteada para las sucesiones generadas por los métodos para
resolver ecuaciones no lineales.

Ejercicio 19. Analizar la tasa de convergencia de los dos ejemplos planteados ante-
riormente.

6.4. Ejercicios

1. Implementar en EMT el algoritmo del Método multidimensional de Newton.
Entrada: una funcién de dos dimensiones; un vector semilla; cantidad maxima de
iteraciones; tolerancia para stop. Salida: la solucién del sistema de ecuaciones.

2. Dado el sistema no lineal:
22442 =4
zy =1
a) Representar ambas curvas para identificar las soluciones del sistema en forma
grafica.

b) Resolverlo numéricamente en EMT utilizando el método de punto fijo. Uti-
lizar como error de tolerancia 1074

¢) Mostrar la convergencia lineal del método.

d) Transformar el sistema en una ecuacién no lineal y resolverla utilizando el
método de punto fijo. Comparar el resultado con el obtenido en los incisos
anteriores.
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6. Sistemas de Ecuaciones No Lineales

3. [EMT] Considerar el sistema no lineal:

22— 22 —y+05=0
24+ 42—4=0

a) Graficar el sistema.

b) Resolverlo utilizando el método de Newton, implementado en EMT. Utilizar
como error de tolerancia 1071,

¢) Mostrar la convergencia, superior a cuadrética, del método.

4. Resolver el sistema de ecuaciones:

. Tty
2r =
x sm( 5 >
x—y
2y = —
Y cos( 5 )

utilizando el método de punto fijo y las siguientes semillas:

a) x© =(0,1;0,1)
b) x(© = (10;10)
¢) x(0 = (20;20)

5. Dado el sistema de ecuaciones no lineales:
- —y=-1

1‘2_{_?/2:1

resolverlo utilizando el método de Newton y la semilla x(©) = [0,63;0,77]%.

6. Dado el sistema no lineal:
e’e’ + xcos(y) =0

z+y—1=0

a) Estimar, graficamente, las raices del sistema para = € [—6; 6].

b) Transformarlo en una unica ecuacién no lineal y utilizar las estimaciones del
punto anterior como semillas para el método de Newton con € = 1075,

¢) Comparar la salida del inciso anterior con el método multidimensional de
Newton.

7. Para cada una de las raices del sistema de ecuaciones:

2 —2x—y+1=0
2?2 +y2—1=0,

determinar si los siguientes esquemas iterativos son o no localmente convergentes:

a) T = /1= yp yre1 = (z — 1)

b) Tht1 = Uk + 1; Y1 = /1 — 2}
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8. Considerar el sistema de ecuaciones no lineales:
z? — y+a=0
—r+y*+a=0.

Mostrar graficamente que, para a > 0,25 no existe solucion, para a = 0,25 la
solucién es unica (calcularla si es posible a través de punto fijo) y para o < 0,25
existen dos soluciones.

9. En el siglo XII Omar Khyyam resolvid, a través de métodos geométricos, una
ecuacion cibica de la forma:

22—’ +bvx+a®=0.

Las raices de esta ecuacion deben estar entre los valores z de las intersecciones
de la circunferencia:

2 2 a?® b b2 a? _
y la hipérbola:
a3
Ty = n

a) Resolver, en forma grafica, el sistema no lineal asociado para los pardmetros
a=-1;b=2yc=4.

b) ;Qué ocurre cuando los pardmetros son a = —1;b=1y c=17

10. [EMT] Dado el sistema no lineal:

filz,y)=0;  falx,y) =0,
es posible resolverlo a través de la iteraciéon de Newton Jacobi:

0
Tipl = T; — 87];1(% yi) L fi(z, yi)

0
Yit1 = Yi — £($i7yi)1f2($iyyi)

a) Graficar el sistema:

fiz,y) = 2® = 3y + cos(zy) = 0
fa(@,y) =z +y —sin(z) sin(y) =0,
y estimar las soluciones utilizando el grafico.

b) Aplicar la iteracién de Newton Jacobi con zg = —2; yp = 1 que es un punto
cercano a una de las soluciones. ;A qué solucién converge?

c¢) Graficar las iteraciones de ;11 e y;+1. ;Cudl parece lograr convergencia en
forma mas répida?

11. La iteraciéon de Newton Gauss Seidel:
0 _
Tip1 = Tj — afj;l(fvi,yi) L1 (i, wi)
0 _
Yiel = Yi — (r;;(xi—i-l,yi) Yo(zivt, i)

logra, en la mayoria de los casos, una convergencia mas rapida que la iteracién
de Newton Jacobi. Repetir el ejercicio anterior con este nuevo esquema iterativo.

105



6. Sistemas de Ecuaciones No Lineales

12. [EMT] Dado el sistema de ecuaciones no lineales:

filz,y) =2 +42 =2, folz,y) =z +y—2,

a) Mostrar graficamente que una de las soluciones del sistema es [1;1]7.

b) Mostrar que, para cualquier semilla x(© = [zo;90]7, tal que 2o # yo, se
puede asegurar que x() = [z1;1,]7 donde 1 4+ y; = 2.

¢) Determinar x(M) cuando z1 =1+ o, y1 =1 — @, donde a # 0.

13. Dado el mapeo multidimensional:

0,5

X =

T T4 (o un)?
0,5

Yk R v

T4 (o — )2

a) Elegir una regién que cumpla con las condiciones del teorema 17.
b) Representar gréficamente el sistema de ecuaciones original (no el mapeo).
¢) Resolverlo con alguna semilla que esté dentro de la regién identificada en el

primer inciso.

14. [EMT)] Sea el sistema de ecuaciones no lineales:

filz,y) =2 +y*—1=0
fa(z,y) =22 +y—1=0

cuyas soluciones son x} = [0;1]7 y x3 = [4/5; —3/5]7. Es posible definir las dos
funciones de iteracion:

Gl(x)z[(\l/%)ﬁ]y G2(X)=[£1\/_1y_iﬁz}

a) Comprobar que G;(x}) = x} para i =1, 2.
b) Calcular p (JG1(x1*)) vy p (JGQ(XE))' ,Qué significa la diferencia entre los
radios espectrales?

¢) Utilizando una tolerancia de 1 x 10719, resolver el primer esquema con la
semilla x(©) = [-0,9;0,9]” y el segundo esquema con x(¥ = [0,9;0,9]. ;A
qué se debe la diferencia entre la cantidad de iteraciones?

15. Dadas las curvas Cy : y = 22 y Co : v = cos(u):

a) Plantear el sistema no lineal que permita determinar la distancia minima
entre C7 y Ch.

b) Resolver el sistema planteado a través de Newton-Raphson, utilizando la
semilla [0,25;0,5]7.

16. Considerar la funcién de dos variables:
g(z,y) = cos(x +y) + sin(z) + cos(y).

a) Representar graficamente la funcién g(x,y) y de ahi obtener semillas para

calcular los puntos criticos.

b) Plantear el sistema de ecuaciones no lineales que se debe resolver para de-
terminar los puntos criticos de g(z,y).
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

¢) Resolver el sistema planteado en el inciso anterior a través del método de
Newton-Raphson.

d) Determinar la convergencia del método con todas las raices obtenidas.

Utilizar cualquier método para encontrar todas las raices reales en 0 < z < 1,5
del sistema de ecuaciones:
tan(z) —y =1
cos(z) — 3sin(y) =0

La ecuacién de una circunferencia es:
2 2 2
(ﬂj‘ - CL) + (y - b) =r,

donde r es el radio y (a,b) son las coordenadas del centro. Si las coordenadas de
tres puntos de la circunferencia se muestran en la tabla 6.4, determinar r, a y b.

2]8,21]0,34] 5,96
y 10,00 6,62 —1,12

Tabla 6.4

[EMT] Si algunas de las ecuaciones en el sistema F(x) = 0 son lineales, entonces
el método de Newton-Raphson detecta esta caracteristica. Mostrar con los siste-
mas dados a continuacién que, si f;j(x) es lineal, entonces para k > 1 se cumple
que f;(x*)) = 0:
a)
r+y—1=0
Vzcos(y) +y—xz=0

3r+4dy+2+4+2=0
e’ +cos(yz) —3z2=0
—r+y—z2+1=0
Siguiendo el razonamiento del ejercicio anterior, jqué ocurre cuando se intenta

resolver un sistema lineal con el esquema iterativo para sistemas no lineales? ;Se
llega a la solucién en un solo paso? jPor qué?

Dado el sistema:
flmy) =" —ay+z—1

fa(z,y) =y — a*
a) Mostrar que Jg(x) es no singular en la regién D = {x € R?/y # 2? + 1}.

b) Mostrar que, para cualquier vector semilla x0 ¢ D, se cumple que x*) € D
y finalmente converge a la raiz.

[EMT)] El sistema de ecuaciones lineales:

fi(z,y) =sin(z) + 3z —y
fo(z,y) =sin(y) +3y —z

tiene como solucién tunica al vector nulo. Sin embargo, al aplicar el método de
Newton-Raphson, converge a ciertos valores que no son la soluciéon verdadera.
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a) Verificar graficamente que el vector nulo es solucién del sistema planteado.
b) Utilizar como semilla a x = [m; 7|7 y verificar a qué valores converge.

¢) Identificar qué regién del plano no converge a la raiz verdadera del sistema.
23. Demostrar que el sistema no lineal:
f(%, y) =0
g9(x,y) =0

puede resolverse a través del método de Newton-Raphson, pero en vez de utilizar
la iteracién matricial clasica, usando el esquema iterativo:

_ fgy—gfy_ Ynil = Yn — fo9 — 9af
) n - n )
fmgy _ngy facgy _gxfy

Tn+1 = Tn
donde todas las funciones involucradas son evaluadas en [z,; yy].
24. [EMT) Dado el sistema no lineal:
filz,y) =a2® +4° =25 =0
faz,y) =a® —y-2=0

a) Graficar ambas expresiones e identificar las soluciones en forma grafica.

b) Dado que el sistema planteado es simétrico, analizar qué ocurre cuando se
utiliza como semilla algiin vector ubicado a la misma distancia de ambas
soluciones reales.

¢) ¢En qué region del plano es posible escoger semillas que tengan convergencia
segura?

25. El sistema no lineal definido por:

posee cuatro soluciones reales, una en cada cuadrante. Repetir los incisos del
ejercicio anterior.

Bibliografia

» A theoretical introduction to numerical analysis®, V. RYABEN’KII y S. TSYN-
KOV, Cap.8

s Andlisis numérico, R. BURDEN y J. FAIRES, Cap.10

= Numerical analysis®, Larkin SCOTT, Cap.7

» Numerical mathematics*, A. QUARTERONI, R. SACCO y F. SALERI, Cap.7
» Numerical methods, G. DAHLQUIST y A. BJORK, Cap.6

108



APUNTES DE CALCULO NUMERICO | con aplicaciones sobre Euler Math Toolbox | S. Herndndez

Interpolacion

Los conjuntos discretos de datos son muy usuales en computacién matematica. El
origen de estos datos puede ser observaciones, experimentos o cémputos numéricos.
Existe una gran diferencia entre interpolacién y ajuste de datos. En interpolacion se
construye una curva que, necesariamente, pasa a través de todos los datos discretos
(puntos). Para hacer esto, debe suponerse que todos los puntos son exactos y distintos.
El ajuste de datos se aplica a una gran cantidad de puntos que pueden contener errores,
casi siempre generados durante la adquisicién de datos. La idea entonces es encontrar
una curva que pase lo mas cerca de todos los puntos, por lo que no se exige que
necesariamente pase por los puntos. Esta es la gran diferencia entre interpolacion y
ajuste de datos. Un ejemplo gréfico se ve en la figura 7.1.

0.8

0.4

2 3 4

Figura 7.1: Interpolacién cibica (linea continua de color azul) y ajuste de da-
tos lineal (linea discontinua de color rojo) para un conjunto genérico de 5 datos
(circulos de color negro).

7.1. Interpolacién polinémica

Ante la diversidad de funciones interpoladoras que se pueden construir, es 1égico
elegir las de desarrollo mas simple, en este caso polinomios. Dados n + 1 puntos de
abscisas distintas (z1,¥1), (z2,92), -+ (Tn+1, Yn+1), €xiste un tnico polinomio p(x) de
grado menor o igual que n, que pasa por todos ellos.

109



7. Interpolacion

7.1.1. Forma normal

El planteamiento mas directo del problema de interpolacién se obtiene expresando
el polinomio con respecto a la base candnica:

p(z) = apz"™ + an_12" 1 + ..+ a1z + ag

e imponiendo las condiciones de interpolacién, p(x;) = y;, i« = 1,2,...,n,n + 1. Se
obtiene asi el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
n n—1 —
apxy + ap—1ry ~ +...+a1x1 +ap =1

-1
anxy + ap—125" " 4+ ...+ a1x2 +ag = Y2

-1
anxy + an_12s  + ...+ a1x3+ag =y3

—1
aanJrl + an—lmz_H + ...+ a1Tpe1 + a0 = Ynt1

Este sistema es compatible determinado, puesto que su determinante es no nulo.
Pero la resolucién del mismo esté afectada por el mal condicionamiento de la matriz de
coeficientes, llamada matriz de Vandermonde, por lo que el resultado puede ser poco
fiable. Sin embargo, ese condicionamiento puede mejorarse mediante un desplazamiento
del origen, es decir, eligiendo otra base para expresar el polinomio:

p(x) =by(z — )" + by 1(x — )" L4 ...+ bi(x —c) + bo.
El sistema resultante al imponer las condiciones de interpolacién resulta ligeramente

mejor condicionado que el original, pero la matriz sigue teniendo la misma estructura
y, al aumentar el grado del polinomio, volvera el mal condicionamiento.

7.1.2. Interpolacion de Lagrange

La férmula de Lagrange permite obtener en forma rapida una expresién polinémica
de grado n — 1 para interpolar exitosamente n puntos distintos:

Pn_1($) = Zyz&(m) (7.1)
=1

donde:
r — T r — T2 r — Tij—1 T — Tj41 T — Tp
T; — X1 Ty — T2 Lj — Li—1 Tj — Ti+1 T — Tn
n
ac—a:j . . (7'2)
:H , t=1%2,...,1n
T — T
e
J#i

son llamadas funciones cardinales. Las funciones cardinales son polinomios de grado
n — 1 y tienen la propiedad:

Emw_{%su#j}:% (7.3)

sii=j

donde 9;; es el Delta de Kronecker.
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Ejemplo 41. Las funciones cardinales para tres puntos cuyas abscisas son r1 = —2,
To =3 yx3=>5 son:

G(z) =222 278 :x_2_8_x+§,
r1— T2 T1— X3 35 35 7

2
r—Tr1 X —x3 T 3x
¢ — . —_Z 4= 7.4
2(37) o — 1 T2 — T3 10 + 10 + ’ ( )
— — 2 3

T3 — X1 T3 — T3 14 14 7

El grdfico de las funciones cardinales se muestra en la figura 7.2. Con linea punteada de
color rojo se graficé €1(x); con linea alternada de color azul lo(x) y con linea continua
de color naranja l3(x).

-2 0 2 4
Figura 7.2: Funciones cardinales para las abscisas 1 = —2, x9 =3 y 23 = 5 del
ejemplo 41.

Para probar que el polinomio interpolante pasa a través de los puntos dados, se
debe sustituir z = x; en la ecuacién (7.1) y utilizar la ecuacién (7.2). El resultado es:

Pooa(xy) =Y wili(z;) =Y widiy = ;.
i=1 i=1

Es posible demostrar que el error en el polinomio de interpolacion es:

F(z) = Poos () = Emm@ZT) - (@2 20) iy gy (7.5)

n!

donde £ € (z1;x,), su valor en cualquier otro punto es desconocido. Es importante
notar que cuanto més lejos de x se toma un valor, mayor serd su error.

Ejemplo 42. Se desea interpolar la funcion f(x) = cos(z) + 2x que estd definida en

el intervalo [—1,11], pero sdlo en el conjunto de datos x1 = 0,1; x9 = 2,3; x3 = 4,1;
x4 =59 y x5 = 9,2. Para ello se construyen las funciones cardinales, resultando de la
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siguiente manera:

{1(x) = 0,0021530z* — 0,0462892° + 0,345232% — 1,05452 4 1,1020
ly(z) = —0,0101662* + 0,196202° — 1,2007z2 + 2,3805z — 0,22624

(3(z) = 0,015129z% — 0,264762° + 1,373022 — 2,02342 + 0,18888

l4(x) = —0,0080627z* + 0,12658x3 — 0,5633422 + 0,754562 — 0,069949
l5(x) = 0,00094629z* — 0,0117342> + 0,0458192% — 0,057114z + 0,0052648

Ahora, se construird el polinomio de Lagrange, de acuerdo a (7.1):

Py(z) = 1,195001 () + 3,933705 () + 7,625205(x) + 12,72704(x) + 17,42505 ()
= —0,00818162" + 0,104302° — 0,2128722 + 1,2830x + 1,0690.

En la figura 7.8 se muestra: la funcion a interpolar, en linea punteada de color azul; el
polinomio interpolante, en linea continua de color rojo y los datos para la interpolacion,
circulos megros. Debe notarse que el polinomio interpolante no siempre posee un error
PeqUENo.

20

10

0 4 8 12

Figura 7.3: Polinomio interpolante de f(x) = cos(x) + 2z del ejemplo 42.

Ejercicio 20. Calcular el error mdzximo cometido en la interpolacion del ejemplo an-
terior, primero de acuerdo a la férmula de error dada y luego con los datos reales del
enunciado.

7.1.3. Interpolacion de Newton

A pesar de que el método de Lagrange es conceptualmente simple, no ofrece un
algoritmo eficiente, puesto que si se desean agregar mds puntos (o quitar algunos),
debe hacerse todo el procedimiento de nuevo. Una mejora computacional se plantea en
el método de Newton, donde el polinomio interpolante es escrito de la siguiente forma:

P 1(x)=a1+(x—z1)as+ (x—x1)(x —x2)as+...+(x—x1)(x—22) - - (¥ - 1)) @, +1.
(7.6)

El polinomio escrito en la forma (7.6) brinda directamente un procedimiento eficiente
desde el punto de vista computacional. Por ejemplo, si se utilizan cuatro puntos, el
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polinomio interpolante es:

Ps(x) = a1 + (z — z1)az + (z — 1) (x — 22)as + (v — 71)(x — 22)(z — 73)a4
=a1 + (z —z1) (a2 + (x — x2) (ag + (x — x3)a4)) ,

que puede ser evaluado iterando hacia atras con la siguiente relacién de recurrencia:

Py(x) = ay

Pi(z) = a3 + (v — x3) Po(x)
Py(x) = az + (v — x2) Py (x)
Py(z) = a1 + (v — z1) Pa(x).

Para un n arbitrario se tiene:
Py=an, Pi(r)=apnk+ (x—xp_p)Pr_1(z), k=1,2,...,n—1. (7.7)

Cémputo manual de coeficientes

Los coeficientes de P,,_i(x) se determinan forzando al polinomio a pasar a través

de cada punto de los datos: y; = P,—1(x;), i = 1,2,...,n. Esto lleva a las ecuaciones
simultdaneas:

h1=m

Y2 = a1 + (z2 — 71)az

ys = a1 + (z3 — z1)ag + (3 — x1)(z3 — 22)as (7.8)

Yn =01+ (Tn —x1)ag + ... + (xy — 1) (X0 — x2) -+ (Ty, — Tp—1)an

Introduciendo las diferencias divididas:

Vyi:yi_yl, 1::2,3,...,71
Ti— X1
Vy; —V
V2yzziyZ y27 1=3,4,...,n
Ty — T2
V23y; — V2
v317 Yi ij i:4,5,~--7n (79)
Tr; — I3
vny _Vnilyn_vnilyn—l
n )

Tp — Tn—1

entonces la solucién del conjunto de ecuaciones (7.8) es
ar=y1, ax=Vys, a3=Vy3 - ap=V""ly,. (7.10)

Si los coeficientes son calculados en forma manual, es conveniente trabajar con el
formato de la tabla 7.1, donde se muestra un ejemplo esquematico para n = 5.

Los valores ubicados sobre la diagonal de la tabla son los coeficientes del polinomio
de Newton. Si los datos son copiados en diferente orden, los valores de la tabla cam-
biaran, pero el polinomio resultante sera el mismo. Recordar que el polinomio de grado
n — 1 que interpola n puntos distintos es tinico.

Ejercicio 21. Realizar la tabla de diferencias divididas para los datos del ejemplo 42.
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1 || Y1
2 || y2 | Vo
z3 | ys | Vys | VZys
Ta || ya | Vya | V3ys | V3
x5 | ys | Vys | Vs | V3ys | Vs

Tabla 7.1: Esquema de coeficientes del polinomio de Newton, n = 5.

Comandos de EMT. Los comandos para interpolar datos son:

» interp(x:vector numérico, y:vector numérico), donde x e y son los datos
para interpolar. La salida es un vector con los coeficientes finales de la tabla de
diferencias divididas.

= polytrans(x:vector numérico, d:vector numérico), donde x son las absci-
sas para interpolar; d es el vector con los coeficientes finales de la tabla de dife-
rencias divididas. La salida es un vector con los coeficientes del polinomio inter-
polador, ordenados de la menor a la mayor potencia.

Ejemplo en EMT 15. Calcular los coeficientes del polinomio que interpola los datos:

x = [1;1,35;1,7;2,05; 2,4; 2,75]T
y = [1,40887; 1,70009; 2,04741; 2,21126; 2,98832; 3,58884]”

>x=[1,1.35,1.7,2.05,2.4,2.75];
>y=[1.40887,1.70009,2.04741,2.21126,2.98832,3.58884] ;
>DD=interp(x,y)

[1.40887, 0.832057, 0.22898, -0.931273, 2.87727, -4.16125]
>P=polytrans(x,DD)

[63.5464, -194.742, 234.712, -136.194, 38.2479, -4.16125]

7.1.4. Interpolacion de Neville

El método de interpolacién polinémica involucra dos pasos: célculo de los coeficien-
tes y luego evaluacién del polinomio en el punto a interpolar. Este procedimiento es
util cuando se necesita interpolar varios valores y se utilizara siempre el mismo poli-
nomio. Si s6lo un punto debe ser interpolado, es mejor utilizar un método que calcule
directamente esto, en vez de generar un polinomio. Este es el atractivo del método de
Neville.

Sea Py [zi, Tit1, ..., Titrk] el polinomio de grado k que pasa a través de k+ 1 puntos
(3, Yi), (Tit1, Yit1), - - -5 (Tik, Yirr ). Para un solo punto, se tiene que:
Polzi] = yi.

El interpolante basado en dos puntos es:

T — wip1) Polwi] + (2, — x) Polz;
Pl[xi7$i+1]:( +1)Polzi] + ( )Polzi+a]
Ti — Tit1

Es facil verificar que Pj[x;,x;1+1] pasa a través de los puntos dados. Es decir
Pz, xiv1] = y; cuando x = x;, y P12, it1] = yi+1 cuando © = ;4. El interpo-
lante que opera a través de tres puntos es:

(x — zito) Prlwi, wiga] + (20 — 2) Pr[miq 1, Tigo)

Py =[x, i1, Tiyo] = R :
1T Lt
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Para mostrar que este interpolante pasa por los puntos solicitados, primero se debe
sustituir x = z;, con lo que:

Pylx, ig1, Tigo) = Prlxs, viv1] = i,
luego, = = x;y9:
Pz, 21, Tigo] = Pi[Tit1, Tigo] = Yito,

finalmente, x = x;41:

Pz, zi11] = Pi{rig1, vive] = yir1

Entonces el polinomio interpola correctamente los tres puntos dados.

Considerando el desarrollo anterior, es posible construir una féormula general recur-
siva:

Pk[xi7$i+17 s 7$i+k]

(@ —zig)Pealri, wigas o k] + (0 — 1) P [Tie1, T, - Tig]

(7.11)
Dados los datos z;,i = 1,2,3,4, los cédlculos pueden ser tabulados de acuerdo al
esquema presentado en la tabla 7.2.

Tj — Titk

k=0 k=1 k=2 k=3

xy || Polw1] =y | Piley, @2] | Polwy, w2, 23] | P3lxr, 2, 23, 24
xo || Polwa] =yo | Prilwe, x3] | Palwa, x3, 4]

z3 || Polas] = y3 | Pi[z3, 24]

x4 || Polws] = ya

Tabla 7.2: Esquema de coeficientes para la interpolacién de Neville, n = 4.

Ejemplo 43. Se desea interpolar el valor de f(x) cuando x = 5, utilizando el conjunto
de datos x1 = 0,1; xo = 2,3; 3 = 4,1; x4 = 5,9 y x5 = 9,2. Para ello se construye la
tabla 7.3, que muestra los coeficientes de Neville.

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
0,1 [ 1,1950 | 7,2948 | 9,9605 | 9,9936 | 10,080
2,3 || 3,9337 | 9,4709 | 9,9997 | 10,155
4,1 || 7,6252 | 10,176 | 10,399
5,9 || 12,727 | 11,445
9,2 || 17,425

Tabla 7.3: Esquema de coeficientes para la interpolacién de Neville, n = 4, con
los datos del ejemplo 43.

Ejercicio 22. Comparar el resultado de la interpolacion puntual del ejercicio anterior
con la que se obtiene al evaluar alguno de los polinomios interpoladores en el punto
T =95.
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7.1.5. Limitaciones de la interpolacién polinémica

La interpolaciéon polinomial debe realizarse con la menor cantidad de puntos po-
sibles. El caso lineal, utilizando los dos puntos més cercanos, es en la mayoria de las
veces suficientemente buena si los datos son cercanos. De tres a seis puntos cercanos
producen resultados en la mayoria de los casos. Si un polinomio interpolante tiene bajo
error y se utilizaron mas de seis puntos, debe revisarse con cuidado. Esto es debido
a que los puntos mas alejados de aquel que se debe interpolar, no aportan demasiada
informacién.

El problema de utilizar demasiados puntos se ilustra en la figura 7.4. Se visualizan
13 puntos y el polinomio interpolador. En ambos extremos muestra oscilaciones de
gran magnitud, que no se corresponden con los datos iniciales, ademés de pequenas
oscilaciones en la parte central del grafico.

0.8

04 /"\.\r

-4 0 4

Figura 7.4: Datos y polinomio interpolador de grado 12. Grandes oscilaciones en
los extremos.

La extrapolacién polinémica es peligrosa. Por ejemplo, la figura 7.5 muestra 6 datos
y el polinomio que los interpola. Los datos fueron extraidos de una tabla de tiempo vs
porcentaje de pacientes infectados dentro de las pruebas de un tratamiento médico. Si
bien la interpolacién relaciona correctamente los datos tabulados, es imposible tener
una cantidad negativa de pacientes infectados. Si no puede evitarse la extrapolacién,
deben tenerse en cuenta los siguientes items:

» Graficar los datos y verificar visualmente que los valores extrapolados tienen
sentido.

= Utilizar un polinomio interpolador de bajo orden cerca de los datos a extrapolar.

» Realizar los gréficos con escalas log(x) vs log(y), lo que usualmente brinda una
curva mucho més suave que las curvas x vs y y puede servir para extrapolar
(tomando las precauciones antes mencionadas).

7.2. Interpolacion segmentaria

Hasta ahora, el foco de la discusién ha sido la cuestién de aproximar una funcién
f (o datos extraidos de de ella), definida en el intervalo [a,b] a través de un poli-
nomio utilizando la interpolacién de Lagrange o Newton. Dicha interpolacién era de
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of N
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™
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Figura 7.5: Datos y polinomio interpolador de grado 5. Problemas de coherencia
para extrapolar.

caracteristica global, es decir que se gener6 utilizando la misma definicién analitica
para todo el intervalo. Una alternativa maés flexible, que evita oscilaciones y un grado
polinémico alto, es la aproximacién de la funcién f (o datos extraidos de ella), es la
divisién del intervalo [a, b] en un nimero de subintervalos y utilizar en cada uno de ellos
una interpolacion polinémica de grado bajo. Este tipo de aproximaciones polinomiales
a tramos se denominan splines y los puntos que se utilizan se denominan nodos.

Ma3s especificamente, un spline de grado n, n > 1, es una funcién polinémica de
grado n o menor en cada subintervalo, que tiene un grado prestablecido de suavidad.
Se espera ademads de los splines que sean como minimo continuos, aunque se les pide
derivadas continuas hasta el orden k, para cierto 0 < k < n. Claramente, si se requiere
que la derivada de orden n sea continua en todo punto, el spline serd un tinico polinomio.
Es imposible que dos polinomios diferentes tengan el mismo valor en cada nodo y
ademads sus derivadas coincidan en los nodos. Se desarrollardan dos casos de splines:
lineales y cubicos.

7.2.1. Splines lineales

Definicién 18. Sea f wuna funcion real, definida y continua en el intervalo |a,b].
Ademds, sea K = {xo,z1,...,Tm} un subconjunto de [a,b], eligiendo
a=x90< 21 < -+ < Ty =b, m> 2. El spline lineal St, que interpola f en los
puntos x; se define como:

Ti — T T — Tij-1 .
Sp(x) = ———f(z1)+————f(x5), =x€|ximg,x], 1=1,2,...,m. (7.12
() 33z‘—$i71f( ( 1)+$i—$171f( i) i1, @3] ( )
Los puntos x;,i = 0,1,...,m, son los nodos del spline y a K se lo conoce como el

conjunto de nodos.

Como la funcién Sy, interpola la funcién f en los nodos, entonces Sp(z;) = f(x;),
para i = 0,1,...,m, y sobre cada intervalo [x;_1,z;], para i = 0,1,...,m, la funcién
S1, es un polinomio lineal (y por lo tanto, continuo). Entonces Sy, es una funcién lineal
a tramos sobre el intervalo [a, b].

Dada una serie de nodos K = {x, ...,z }, se utilizard la notacién h; = x; — x;_1,
y h = méx;{h;}. Para destacar la precisién de la interpolacién por splines lineales, se
analizard el error con la norma infinito sobre el intervalo de definicién [a, b].
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Teorema 20. Sea f € C?[a,b] y sea Sp, el spline lineal que interpola f en los nodos
a=20 <21 <...<xy =0>, entonces la interpolacion fue realizada con la siguiente

cota de error: )
15 = Stlloo < SH217 o
donde h = méx;{h;} = max;{x; — z;_1}.

Ejemplo 44. Sea f(x) = e3%, definida en [0,1]. Se quiere interpolar la funcién utili-
zando cuatro puntos equiespaciados, entonces:

1-1896zx si 0<z<0,3333
Sp(z) =< 0,6004 —0,6977z si 0,3333 <z < 0,6667

0,3064 — 0,2566z si  0,6667 <z <1

En la figura 7.6 se muestra el grdfico de los nodos, en linea continua de color rojo la
funcion St y en linea punteada de color azul la funcion f.

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 7.6: Spline lineal que interpola a f(x) del ejemplo 44.

Ejercicio 23. Calcular el error asociado a la interpolacion de spline lineal con respecto
a la funcion del ejemplo anterior.

7.2.2. Splines cubicos

Sea f € Cla,b] y sea K = {x¢,21,...,%m} un conjunto de m + 1 nodos en el
intervalo [a,b], a = xp < 1 < -+ < &y, = b. Se considera entonces el conjunto S de
todas las funciones s € C?[a, b] tal que

v s(z) = f(x;), ©=0,1,...,m.
» s es un polinomio cibico sobre [z;_1,z;], i=1,2,...,m.

Cualquier elemento de S sera referido como un spline interpolador ciibico. La prin-
cipal diferencia con los splines interpoladores lineales es que existe mas de un spli-
ne s € C?[a,b] que satisface las dos condiciones mencionadas anteriormente. Es més,
existen 4m coeficientes de polinomios cibicos (cuatro en cada subintervalo [x;_1,x;],
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i=1,2,...,m), y sélo m + 1 condiciones de interpolaciéon y 3(m — 1) condiciones de
continuidad. Como s pertenece a C%[a, b] esto significa que s, s’ y s” son continuos en los
nodos internos x1, 2, ..., T;,—1. De aqui que hay 4m — 2 condiciones para los 4m coe-
ficientes desconocidos. Dependiendo de la eleccién de las dos condiciones remanentes,
se pueden construir varios splines interpoladores ctibicos.

Definicion 19. El spline natural cubico, denotado por ss, es el elemento del con-
junto S que satisface las dos condiciones terminales:

" "

S (w0) = 0 = sy(m).

Construccion del spline natural ciibico

. . e, " . . 7
Aplicando la definicién o; = s, (x;), i = 0,1,...,m, y teniendo en chenta que s, es
una funcién lineal en cada subintervalo [z;_1,z;], se puede expresar s, como:

Ti— T — T
s;(:z:) = ZTUZ-,l + Tzai, x € [Ti-1, x4
1 (2

Integrando dos veces con respecto a x, se obtiene:

3 3
T; — T r — Tj—
so(z) = (6hi)0'i1 + (6hi1)0-i + o — xi—1) + Bi(xs — ),  x € [xi—1, 4],

(7.13)

donde «; y 3; son constantes de integracién. Igualando so a f en los nodos ;1 queda:
1 2 L
f(.’Eifl) = go-iflhi + h;G;, f(l‘l) = EO'JLZ + h;q;. (714)

Expresando «; v (3; a partir de la expresién anterior, insertdndolas en (7.13) y apro-
vechando la continuidad de s, en los nodos internos (es decir que so(z;—) = so(xi4),
parai=1,2,...,m — 1) se tiene que:

hioi—1+ 2 (hiy1 + hi) o5 + hig10i41 = 6 <f(xi+;l) —fw) _ f@) _hf(xi1)> (7.15)
i+l i

parai=1,2 ..., m — 1, lo que en conjunto con:
o9 = 0 =0,

constituye un sistema de ecuaciones lineales para ¢;. La matriz del sistema es tridiagonal
y nosingular. Al resolver este sistema lineal se obtienen los coeficientes 0;,7 = 0,1,...,m
y por lo tanto todos los coeficientes o, 8;, i = 1,2,...,m — 1 planteados en (7.14).

Si es necesario identificar una cota para el error de interpolaciéon, se utiliza el si-
guiente resultado:

Teorema 21. Sea f € C*[a,b], y sea s el spline cibico que interpola f a través de los
nodos definidos en K. Entonces, una cota para el error que se comete en la interpolacion
es:

1 .
1 = 5lloo < ﬂh4||f’”||oo,

donde f% es la derivada cuarta de f con respecto a x, h = max;{h;} = méx;{z; —x; 1}
y |l || denota la norma infinito en el intervalo |a,b].
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Ejemplo 45. Sea f(x) = e73%, definida en [0,1]. Se quiere interpolar la funcién uti-
lizando cuatro puntos equiespaciados, entonces a partir de (7.15) se plantea el sistema
de ecuaciones:

hioo + 2 (ha + h1) o1 + haoy = 6 f(mz)h;f(zl) _ f(wl)l;f(%)

haot +2 (hs + ha) 02 + haos = 6 (Lzel=le2) [zl (o)

que reemplazando los valores de las constantes con los datos de la tabla 7.4 lleva al
sistema de ecuaciones:

0,333300 + 1,33301 + 0,333405 = 7,188
0,333401 + 1,33305 + 0,333305 = 2,646

y al ser resuelto utilizando el método de Gauss con pivoteo parcial, da como resultado
o1 = 5,223 y 09 = 0,6788. Recordar que oy y o3 toman el valor cero por definicion.
Calculando o; y B; para i = 1,2,3 a partir de (7.14) se obtiene la expresion del spline

;i f () hi
0 1 -
0,3333 | 0,3679 | 0,3333
0,6667 | 0,1353 | 0,3334
1 0,04979 | 0,3334

W N = O~

Tabla 7.4: Datos para la interpolacién por splines cubicos de f(z), del ejemplo
45.

cubico que interpola a f(x):

so1(x) si 0<xz<0,3333
so =< soo(x) si 0,3333 < x <0,6667
so3(x) si 06667 <z <1

donde:

s91(z) =0 (x1 — 2)> + 2,612 (z — 20)® + 0,8137 (z — x0) + 3 (x1 — ),
s92(x) = 2,611 (z2 — :L‘)3 +0,3393 (2 — 1‘1)3 +0,3681 (z — 1) + 0,8133 (2 — ),
so3() = 0,3394 (23 — ) 4 0 (z — 22)® + 0,1494 (& — x5) + 0,3682 (x5 — ) .

En la figura 7.7 es posible ver los nodos de interpolacion (circulos de color negro), la
funcidn a interpolar (linea punteada azul) y el spline cibico interpolante (linea continua
de color rojo).

Nota. Tener en cuenta la forma cuasi simétrica de los coeficientes cubicos y lineales del
spline antes calculados. Es una buena forma de verificar la exactitud de los coeficientes
obtenidos.

Ejercicio 24. Verificar la continuidad de las derivadas primeras y sequndas del spline
utilizado en el ejercicio anterior.

Comandos de EMT. Los comandos para generar splines cubicos es:

» spline(x:vector numérico, y:vector numérico), donde x e y son los datos
a interpolar. La salida es un vector con los valores de la derivada seqgunda en los
puntos dados. El spline generado es el spline natural.
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Figura 7.7: Spline cibico que interpola a f(z) del ejemplo 45.

= splineval(t:nimero, x:vector numérico, y:vector numérico, h:vector
numérico), donde t es el valor de abscisa donde se calculard el spline; x e y son
los datos a interpolar, h es el vector que contiene las derivadas sequndas en los
puntos dados. La salida es el valor de ordenada del spline en la abscisa dada.

Ejemplo en EMT 16. Generar y graficar el spline cibico que interpola los datos:

x=[1;1,35;1,7;2,05; 2,4; 2,75]7
y = [1,40887;1,70009; —2,04741; 2,21126; 2,98832; —1,58884] "

>xp=[1,1.35,1.7,2.05,2.4,2.75];
>yp=[1.40887,1.70009,-2.04741,2.21126,2.98832,-1.58884] ;
>s=spline(xp,yp)

[0, -83.1559, 134.809, -63.9399, -49.5769, 0]
>plot2d("splineval (x,xp,yp,s)",xmin=1,xmax=2.75,color=blue) ;
>plot2d(xp,yp,points=1,add=1,style="o#");

7.2.3. Splines de Hermite

En la subseccién previa se consideré f € C?[a,b] y se exigié que s pertenezca a
C?[a,b]. Ahora, el foco se centraré en la suavidad y exactitud del spline interpolador
con respecto a la funcién a interpolar, exigiendo sélo que s € C'[a, b].

Sea. K = =xo,21,...,2, un conjunto de nodos en el intervalo [a,b] con
a=x0 <21 < ... < Iy =bym > 2 Se define el spline cibico de Hermite
como una funcién s € C[a,b] tal que

v os(xg) = flxg),  §'(x)=f(x), i=0,1,...,m.

» s es un polinomio cibico sobre [z;—1,2;], =1,2,...,m.

Escribiendo el polinomio ciibico s dentro del intervalo [z;_1, z;] como:
s(x)=co+c1(z —xi-1) + co(x — mi,1)2 + c3(x — xi,1)3, x € [xi—1,x4], (7.16)

donde:
co = f(zi—1), c1 = f'(zie1),
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fl@i) = f@io1)  f'@i) +2f (2i1)

62:3

h? h; ’
o — f'(@i) + fl(@ioa) of (i) = f(zi1)
- h? h? '

Se debe tener en cuenta que el spline de Hermite tiene sélo derivada continua en los
nodos y por lo tanto no es un spline interpolador cubico en el sentido de la definicién
original.

A diferencia de los splines cibicos, los coeficientes de un spline de Hermite en cada
subintervalo se pueden calcular explicitamente sin necesidad de resolver un sistema de
ecuaciones.

A fin de realizar un andlisis (minimo) del error de interpolacion, se utiliza el siguiente
resultado.

Teorema 22. Sea f € C*a,b], y sea s el spline de Hermite cibico que interpola f a
través de los nodos definidos en K. Entonces, una cota para el error que se comete en
la interpolacion es:

1 .
_ < 7h4 v
1 = slloe < B
donde f% es la derivada cuarta de f con respecto a x, h = max;{h;} = méx;{z; —x; 1}
y |l || denota la norma infinito en el intervalo [a,b].

Ejemplo 46. Sea f(x) = e™3%, definida en [0,1]. Se quiere interpolar la funcién utili-
zando cuatro puntos equiespaciados, también es necesario conocer el valor de la derivada
primera en los nodos a utilizar. Estos datos se resumen en la tabla 7.5

Z; flxs) I (z4) h;
0 1 -3 -
0,3333 | 0,3679 -1,104 | 0,3333
0,6667 | 0,1353 | -0,4060 | 0,3334
1 0,04979 | -0,1494 | 0,3333

W N = O~

Tabla 7.5: Datos para la interpolacién por splines de Hermite de f(z) en el
ejemplo 46.

Entonces, los coeficientes se muestran en la tabla 7.6. y el spline de Hermite es:

si(x) s 0<x<0,3333
s=1{ so(z) s 03333 <z <0,6667
sg(x)  si 0,6667 <z <1

donde:

s1(r) =1 —3(x — 0) + 4,244(z — 0)2 — 2,800(z — 0)3,
s2(z) = 0,3679 — 1,104(x — 0,3333) + 1,563(z — 0,3333)% — 1,032(z — 0,3333)3,
s3(z) = 0,1353 — 0,4060(x — 0,6667) + 0,5753(z — 0,6667)% — 0,3807(x — 0,6667)3.

o €1 C2 €3
51 1 -3 4,244 | -2,800
s || 0,3679 | -1,104 | 1,563 | -1,032
s3 | 0,1353 | -0,4060 | 0,5753 | -0,3807

Tabla 7.6: Esquema de coeficientes para el spline de Hermite del ejemplo 46.
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En la figura 7.8 se puede ver los nodos de interpolacion (circulos de color negro),
la funcion a interpolar (linea punteada de color azul) y el spline de Hermite (linea
continua de color rojo).

0.8 \
0.6
0.4 \

RN
0.2 T~

—

: I —

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 7.8: Spline de Hermite que interpola a f(z) del ejemplo 46.

Nota. Tener en cuenta que, en forma general, los coeficientes ¢; mantienen el mismo
signo para cada coeficiente, por mds que sean de dominios diferentes.

Ejercicio 25. Verificar la continuidad de las derivadas primeras y sequndas del spline
de Hermite utilizado en el ejercicio anterior.

Comandos de EMT. Los comandos para generar splines de Hermite son:

» hermiteinterp(x:vector numérico, y:vector numérica), donde x es el vec-
tor de abscisas, con cada valor duplicado; y es un vector con los datos de las
ordenadas y la derivada primera, en orden y alternados. La salida es un vector
con los coeficientes finales de la tabla de diferencias divididas.

= interpval(x:vector numérico, d:vector numérico, t:nimero), donde T es
el vector de abscisas con los valores duplicados; d es el vector de coeficientes finales
en la tabla de diferencias divididas; t es el valor de abscisa donde se calculard el
spline de Hermite.

Ejemplo en EMT 17. Generar y graficar el spline de Hermite que interpole los
valores de arctan(z) entre —3 y 3.

>x=linspace(-3,3,6); y=arctan(x); dy=diff("arctan(x)",x);
>X=multdup(x,2); Y=zeros(1l,2+length(y));
>for i=1 to length(y), Y[2*i-1]=y[i]; Y[2*il=dy[i]; end
>d=hermiteinterp(X,Y)

[-1.24905, 0.1, 0.0418971, 0.0162059, 0.00780896, 0.00226429,
-0.00228808, -0.00209971, 0.00162668, -0.000348638, -0.000118149,
0.000150501, -6.03254e-005, 2.01085e-005]
>plot2d ("interpval(X,d,x)",-3,3,color=blue);
>plot2d(x,y,points=1,style="o#",add=1);
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7.3. Ejercicios
1. Construir los siguientes algoritmos en PC:

a) Polinomio de Lagrange. Entrada: matriz con los datos necesarios para
interpolar. Salida: coeficientes del polinomio. Opcional: graficar los puntos
y el polinomio interpolador.

b) Spline de Hermite. Idénticas condiciones que las utilizadas para el poli-

nomio de Lagrange.

2. La tabla 7.7 proporciona informacion sobre la cantidad de pasajeros que suben a
un colectivo de acuerdo al horario matutino.

hora 819 10|11 |12 |13 |14
pasajeros || 41 [ 35 |21 | 9 | 11 | 17| 32

Tabla 7.7

a) Estimar la cantidad de pasajeros a las 10.30hs, por medio de interpolacién
lineal.

b) Repertir el inciso anterior utilizando interpolacién cuadratica y ctubica.

3. La solubilidad del cloro aménico en el agua toma, a distintas temperaturas (me-
didas en grados Celsius), los valores dados en la tabla 7.8.

a) Elegir los 4 puntos centrales para definir un polinomio interpolador de grado
3.

b) Con los mismos puntos que el inciso anterior, definir el spline de Hermite.

¢) Calcular con los resultados obtenidos en los incisos a) y b) la solubilidad
para las temperaturas 25°C, 35°C y 45°C.

4. Dada la funcién f(x) = cos'?(x), definida en el intervalo [—1;1]:

a) Calcular el spline cibico que interpola esta funcién, tomando tres puntos.
b) Calcular el spline de Hermite, con los mismos puntos del inciso anterior.
¢) Graficar ambos polinomios y la funcién f. Estimar el maximo error cometido.
5. Elegir 5 puntos de la funcién f(x) = sin(z + 1) — 1 dentro del intervalo [0;7].
Construir:
a) El polinomio interpolador de grado 4.
b) El spline de Hermite.

6. Dado el conjunto de abscisas x = [1;2;3;4; 5], calcular el vector y utilizando el
polinomio P(z) = —2? + 522 — 2z + 1, para luego:

temperatura || 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60
solubilidad || 33 | 37 | 42 | 46 | 52 | 55

Tabla 7.8
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

z 1.08 | 1.13 | 1.20 | 1.27 | 1.31
f(z) || 1.302 | 1.386 | 1.509 | 1.217 | 1.284

Tabla 7.9

z | 2[-1]0[1]2
P@) | 7[3 1|03

Tabla 7.10

a) Interpolar (x;y) por medio de un polinomio de grado 4.

b) Crear el spline de Hermite que pasa por los puntos de (x;y).

¢) Estimar el error méximo cometido con ambas aproximaciones.
Utilizando la interpolaciéon de Neville, estimar el valor de solubilidad para la
temperatura 15°C del ejercicio 3, utilizando:

a) Los tres datos més cercanos.

b) Los cuatro datos mds cercanos.

. Por medio de la interpolacién de Neville, calcular P(3,5) del polinomio definido

en el ejercicio 6.

. Evaluar f(1,4) a través de polinomios interpolantes de grados 1, 2 y 3 utilizando

los valores de la tabla 7.9.

Interpolar la funcién f(z) = |z| dentro del intervalo [—3;5] utilizando 6 puntos
no necesariamente equiespaciados. Graficar ambas funciones en el mismo sistema
de ejes.

Interpolar la funcién f(x) = x dentro del intervalo [—3; 5] utilizando 6 puntos no
necesariamente equiespaciados, a través de un spline. Graficar ambas funciones
en el mismo sistema de ejes.

[EMT] Interpolar la funcién f(z) = x dentro del intervalo [—3;5] utilizando
6 puntos no necesariamente equiespaciados. Representar ambas funciones en el
mismo sistema de ejes.

Si fuera necesario aproximar una funcién dentro de un intervalo para calcular su
longitud, ;qué es mejor? ;Un spline de Hermite? ;Un spline cubico? jPor qué?

Si fuera necesario aproximar una funcién dentro de un intervalo para calcular
extremos relativos, jqué es mejor? ;Un spline de Hermite? ;Un spline ctibico?
Por qué?

[EMT] Es posible generar curvas paramétricas a través de interpoladores. Para
ello se generan dos polinomios, dependientes de una unica variable, que toman
cada secuencia de puntos por separado. Generar un rectangulo con lados paralelos
a los ejes coordenados a través de 9 puntos, donde el primero y el tltimo punto
deben coincidir. Reconstruirlo a través de dos splines ciibicos.

La tabla 7.10 muestra valores de un polinomio de segundo grado. Hay exactamente
un error en la segunda fila, identificarlo.
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Tabla 7.11

17. Elegir los primeros tres nodos de la tabla 7.10 y:

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

a) Generar el polinomio interpolador por definicién.

b) Rehacer nuevamente el polinomio, pero ahora realizar un desplazamiento del
origen al punto medio de las abscisas de interpolacién.

¢) Calcular el nimero de condicién de las matrices del sistema de los incisos
anteriores.

Los polinomios obtenidos por diferencias divididas se ven afectados por las sim-
plificaciones aritméticas. Mostrar que, aplicando redondeo en una aritmética de 5
digitos, el polinomio que interpola los puntos (6000; %) y (6001; —%) no pasa por
los puntos dados si se lo escribe de la forma P(x) = mz + b.

;,Cudl de los siguientes polinomios no es una funcién cardinal del mismo conjunto
de datos? Una vez identificado el incorrecto, calcularlo nuevamente.

1 5 19 , 19 5 421 , 293 1
R N

PO = %0" " 210" T 30" 200" T im0” 8
Py(x) = —%mﬁ 1—;03:4 - %x?’ 1—;33:2 — %x +1
Py(z) = %x‘r’ - %afl g—gmg - %ﬁ %x — %

Py(r) = —%x‘r’ + %x4 - 14L54$3 %xz - %x +6
Ps(z) = ﬁxj — %:ﬁl gaz3 — %:UQ %x -6
Ps(x) = —%f %x4 — i—;g:ﬁ?’ %x2 - %$ + %

Verificar que los polinomios:
p(z) = 5 — 2722 + 452 — 21
q(z) = 2* — 52° + 82% — 52+ 3
interpolan los datos x = [1;2;3;4], y = [2;1;6;47]. Explicar por qué no viola la

condicién de unicidad del polinomio interpolador.

El polinomio p(x) = z* — 23 +2% — 2+ 1 interpola los datos x = [~2; —1;0; 1;2; 3],
y = [31;5;1;1;11;61]. Con minimo esfuerzo, encontrar un polinomio ¢(x) que
interpole los datos x = [—2; —1;0;1;2; 3], y = [31;5;1; 1; 11; 30].

Se sospecha que los datos de la tabla 7.11 provienen de un polinomio cibico. ;Es
posible identificarlo? Justificar.

Identificar el polinomio de grado minimo que interpola los valores de la tabla 7.12.
Idear alguna estrategia que permita hacer un desarrollo minimo.

[EMT] La interpolacién polindmica es muy sensible a los datos con que se cons-
truye el interpolador. Verificar esto generando el polinomio p(z) que pasa por los
datos de los vectores x = [0; 1;2; 3;4; 5; 6], y = [0; 1;2,001; 3;4; 5; 6]. ;Son légicos
los valores de p(14) y p(20)?
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25.

z [ 1,73 1,82 ] 2,61 | 5,22 | 8,26
y [ o 0 | 7.8 0 0

Tabla 7.12

[EMT] Los nodos equiespaciados dentro del intervalo [a;b] en un interpolador
polindémico generan el efecto Runge. Dada una funcién, es posible atenuar esto
utilizando los nodos de Chebyshev. Se generan n 4+ 1 nodos en el intervalo

[—1;1] a través de:
2i+1
x; = cos |,
2n +2

para 0 < i < n. Luego se transforma linealmente el intervalo [—1;1] en [a; b] por

medio de: ) ) 0i 11
1+
z; = 5(a—i—b) + §(b—a)cos [<2n+2> 71] ,
para 0 < ¢ < n. Interpolar la funcién de Runge R(x) = ——, con 9 nodos

1+ 22’
equiespaciados en el intervalo [—5;5] y luego interpolar, en el mismo intervalo,

con los nodos de Chebyshev. Graficar ambos interpoladores.
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Ajuste de Datos

Minimos cuadrados es una clase general de métodos para ajustar datos (generalmen-
te obtenidos a través de mediciones) a una funcién que, teéricamente, modela los datos
tabulados. Es decir que los datos son como los observados en la tabla 8.1 para el caso
bidimensional y la funcién que modela los datos pertenece a una clase de funciones F.
El objetivo es encontrar la mejor f € F que ajuste los datos a y = f(x). Usualmente, la
clase de funciones F estara determinada por un niimero pequeiio de parametros, mucho
més pequeno, que la cantidad de datos obtenidos por medicién. Resta definir el con-
cepto de mejor funcién de ajuste y encontrar métodos para identificar los pardmetros
que la constituyen.

8.1. Minimos cuadrados

Primero deben considerarse dos vectores de longitud n + 1. Esto es:

X = [x07$17-'-axn]Ta Yy = [yD:yla"'uyn]T-

El error, o residuo, de una funcién dada con respecto a los datos es el vector
e = f(x) —y. Esto es:
T
e:[e()aela"';en] ) e’L:f(;UZ)_yZ
El objetivo es encontrar f € F de forma tal que e sea razonablemente pequeiio.
Para medir un vector se utilizan las normas vectoriales. Si bien se puede medir el error
con cualquiera de ellas, se recomienda utilizar || - ||2.

Definicion 20. La mejor aproximante en el sentido de los minimos cuadrados con
respecto a un conjunto de datos, x, y, tomada de una clase de funciones F, es la
funcion f* € F que minimiza la norma 2 del vector de error. Esto es, si f* es la mejor
aproximante, entonces:

1F7(x) = yllo = min | £(x) =y

Se asume que este minimo es Unico. Este método es llamado el método ordinario de
minimos cuadrados puesto que siempre se considera que no hay error en las mediciones
de los datos de x.

€T i) I In
Y)Y [ Y1 | --- | Yn

Tabla 8.1: Datos para ajustar con una funcién f, caso bidimensional.
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8.2. Ajuste polinomial por minimos cuadrados

El caso mas simple implica ajustar datos por medio de recta. Para ello se asume
que:
F={f(z)=ax+0b, a,beR}.

Entonces se debe encontrar f(z) = ax + b tal que minimice:

n 1/2
lell2 = (Z [f (i) - y1> .

i=0
Sin embargo, se puede minimizar el cuadrado del error, entonces:

n

lel3 =) laz; +b—y*.
i=0

Para determinar a y b se debe derivar al error con respecto a cada una de las variables
e igualar las expresiones a cero:

Oe - Oe -
%222[axi+b—yi]xizo, %222[axi+b—yi]:o (8.1)
1=0 =0
A fin de resolver (8.1), es necesario aplicar ciertas propiedades de sumatorias, con lo
que queda:
n n n
DITTE) SEED S
i=0 i=0 i=0

n n n
ad wi+by 1=y,
1=0 =0 1=0

lo que es un sistema de ecuaciones lineales (ecuaciones normales) y se puede resolver
por cualquiera de los métodos vistos.

(8.2)

Ejemplo 47. Los datos de la tabla 8.2, obtenidos por medicion, deben ser ajustados
a una funcion lineal. Para determinar los coeficientes a y b que logren el mejor ajuste
es mecesario crear el sistema de ecuaciones normales. Utilizando la expresion de las
ecuaciones normales, (8.2), se obtiene el sistema:

252,98a + 47b = 8886,3
470 4 9b = 1602,7,

que al ser resuelto por el método de Gauss da como solucion:
a = 68,561; b= —179,96.
El error cuadrdtico asociado al ajuste es:
lefl3 = flax +b — ylI3

— [/68,561x — 179,96 — y||2

=" [68,561z; — 179,96 — y;]?
=0
— 194,88

El grifico de los datos de la tabla 8.2 (circulos negros) y el ajuste lineal (linea continua
azul) se aprecia en la figura 8.1.
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| 4,0 4,2 45 47 5,1 5,5 5,9 6,3 6,8
y | 100,75 | 112,07 | 127,59 | 137,91 | 165,67 | 190,08 | 221,67 | 254,98 | 292,02

Tabla 8.2: Datos para ajustar con una funcion lineal, planteados para el ejemplo
47.

300

=

100 *

4 5 6 7

Figura 8.1: Ajuste lineal a los datos de la tabla 8.2 del ejemplo 47.

Ejercicio 26. Calcular el numero de condicion de la matriz de coeficientes del sistema
normal del ejemplo anterior.

Si se observa que los datos pueden tomar una tendencia distinta de la que ofrece
una recta, tal vez sea bueno verificar si su tendencia no es similar a la que modela una
parabola o polinomio cuadratico. Sea entonces:

F={fle)=as® +br+ec, abceR}.

Entonces se debe encontrar f(x) = az? + bz + ¢ tal que minimice:

n 1/2
lell2 = (Z [f (2i) = yi]2> :
i=0

Realizando un procedimiento similar al desarrollado anteriormente, se generan las ecua-
ciones normales minimizando la expresiéon del cuadrado del error en norma dos, con
respecto a cada variable involucrada. En este caso, cada uno de los coeficientes del
polinomio cuadrético:

n

%=Z2[ax?+bxi+c—yi} 7 =0
i=0

de < 9

%:ZQ[CLIZ- -I—b:c,-—i-c—yi] z; =0
i=0

oe 9

%:22[(195,' —|—bx@-—|—c—yi] =0,
i=0
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con lo que se obtiene un sistema de ecuaciones lineales que puede ser resuelto por
cualquiera de los métodos ya vistos:

n n n n
aZx? +b2x? —|—CZ$Z2 = Zym?
i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
afo’ —i—be? —i—czxi = Zyﬂ?z’
i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
aZx?+mei+021 :Zyi.
i=0 i=0 i=0 i=0

Ejemplo 48. Observando el grdfico 8.1, se nota que los puntos extremos estdn por
encima de la recta de ajuste, mientras que los puntos centrales se ubican por debajo. Tal
vez se obtenga un mejor ajuste si se utiliza una funcion cuadrdtica en lugar de una recta.
Para determinar los coeficientes a, b y ¢ que logren el mejor ajuste es necesario crear
el sistema de ecuaciones normales. Utilizando la expresion de las ecuaciones normales,
(8.2), se obtiene el sistema:

7981,9a + 1401,9b + 252,98¢ = 50617
1401,9a + 252,98b + 46,999¢ = 8886,3
252,98 + 46,9996 + 9¢ = 1602,7

que al ser resuelto por el método de Gauss da como solucion:
a=6,2041; b=2,0135; c¢= —6,8245.
El error cuadrdtico asociado al ajuste es:

lel3 = llax? + bx + ¢ — y]13

= ||6,2041x% + 2,0135x — 6,8245 — y||2

n
= [6,20417 + 2,0135z; — 6,8245 — ;]
i=0
= 20,116
Ejercicio 27. Calcular el nidmero de condicion de la matriz de coeficientes del sistema
normal del ajuste cuadrdtico antes realizado.

Comandos de EMT. El comando para ajustar datos a través de polinomios es:

= polyfit(x:vector, y:vector, n:natural, w:vector), donde x, y es la nube
de datos para ajustar; n es el grado del polinomio de ajuste; w es un pardmetro op-
ctonal para agregarle pesos a los nodos. La salida es un vector con los coeficientes
del polinomio de ajuste, ordenados de la menor potencia a la mayor.

Ejemplo en EMT 18. Ajustar los datos:
x = [0,7726;1,973; 2,405; 2,637; 3,869]
y = [1,337;1,524; 2,004; 2,072; 2,733]
a través de un polinomio de grado 2.

>X=[0.7726, 1.973, 2.405, 2.637, 3.869];
>Y=[1.337, 1.524, 2.004, 2.072, 2.733];
>polyfit(X,Y,2)

[1.16307, 0.126529, 0.0739135]
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8.2.1. Indice de determinacién

En el caso de ajuste polinémico, a medida que aumenta el grado del polinomio
disminuye el error cuadratico del ajuste de un conjunto dado de puntos. De hecho,
dados n + 1 puntos, el mejor ajuste se consigue con el polinomio interpolador de grado
n, cuyo error cuadratico es cero. Sin embargo, a menudo es necesario un polinomio de
grado reducido que ajuste una gran cantidad de puntos.

El error cuadratico no es un buen indicador de la aproximacion polinémica, pues de-
pende del niimero de puntos y de las unidades de medida empleadas. Como alternativa
se define el indice de determinacion:

donde ¥ es el promedio de las ordenadas y;.
El indice de determinacién es una cantidad adimensional entre 0 y 1. Cuanto mas
préximo esté a 1, mejor es el ajuste.

Ejemplo 49. El indice de determinacion para los dos ajuste polindmicos de los ejemplos
47y 48 es el siguiente:

7

S (y; — 178,08)2
=0

35421
= — = 1
35594 0:99513

(f () — 7))

NE

<.
I

=]

I =

(yi — ?)2
i=0

(6,2041z7 + 2,0135z; — 6,8245 — 178,08)2

M=

_ =0
S (y; — 178,08)?
=0
35573
=" = 41
35594 0,99941,

con lo que se muestra que ambos ajustes son buenos, independientemente del error
cuadrdtico asociado.

8.3. Ajuste discreto por minimos cuadrados

Utilizando las ideas de la seccién anterior, es sencillo ajustar cualquier conjunto de
datos bidimensional por medio de una funcién arbitraria. Las opciones clasicas son:

= Polinomios de grado n, aunque generalmente se utilizan grados pequenos.
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T 4,0 1,2 45 47 [ 51 ] 55 5,9 6,3 6,8
In(y) || 4.6126 | 4.7191 | 4.8488 | 4.9266 | 5.11 | 5.2474 | 5.4012 | 5.5412 | 5.6768

—~

Tabla 8.3: Datos preparados para ser ajustados a y = be®”®

» Trigonométricas, combinaciones lineales de sin(ax), cos(bz) y tan(cx).

= Exponenciales, aunque puede dar errores altos debido a que es necesario linealizar
la expresion de la funcién de ajuste. En el ejemplo 50 se aplica linealizacion.

= Combinaciones de todos los tipos de funciones antes mencionadas.

Es necesario tener en cuenta que cuando las funciones de ajuste dependen de varios
coeficientes, el sistema lineal a resolver es mal condicionado. Esto aumenta de acuerdo
al tamano de la matriz normal.

Ejemplo 50. Se desea ajustar los datos de la tabla 8.2 con una funcion exponencial del
tipo f(x) = be™. Como no es posible de la expresion de la norma del error cuadrdti-
co obtener un sistema lineal, es necesario linealizarlo. Entonces, como se desea que
f(@) ~y:
y = bt
In(y) = In(d) + ax

lo que implica recalcular la tabla de datos. La tabla 8.3 muestra los datos preparados
especialmente para este ejemplo.
Ahora, la expresion del cuadrado de la norma 2 del error es:

8

lell3 = (azi + n(b) — In(ys))?,

1=0

las ecuaciones normales son:

y cuando se resuelve el sistema se obtienen los coeficientes:
a = 0,38339, In(b) = 3,1182 — b = 22,605.

El mimero de condicion de la matriz normal es 1,01 x 103. El grdfico de los datos
(circulos negros) y su funcion de ajuste (linea continua azul) se observa en la figura
8.2. El error asociado al ajuste se calcula sobre la definicion del problema y no sobre
la linealizacion. Entonces:

8

lell3 =" (be™ —y;)* = 303,64,
1=0

lo que es un error bastante grande por mds que el ajuste se vea correcto. En este caso, la
diferencia entre f(xg) y el valor de yg es lo que aporta la mayor cantidad de error. En
el caso de tener puntos muy alejados del ajuste, se los considera outliers y hay diversas
técnicas para lidiar con estos datos especiales.
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Figura 8.2: Ajuste exponencial (f(z) = be®”) a los datos de la tabla 8.2.

In(z) || 1,3863 | 1,4351 | 1,5041 | 1,5476 | 1,629 | 1,7047 | 1,775 | 1,8405 | 1,917
In(y) || 4,6126 | 4,7191 | 4,8488 | 4,9266 | 5,11 | 5,2474 | 5,4012 | 5,5412 | 5,677

Tabla 8.4: Datos preparados para ser ajustados a y = bz®.

Ejemplo 51. Se desea ajustar los datos de la tabla 8.2 con una funcién erponencial
del tipo f(x) = bx®. Como no es posible de la expresion de la norma del error cuadrati-
co obtener un sistema lineal, es necesario linealizarlo. Entonces, como se desea que

flx) ~y:
y = bz

In(y) = In(b) + aln(x)
lo que implica recalcular la tabla de datos. La tabla 8.4 muestra los datos preparados

especialmente para este ejemplo.
Ahora, la expresion del cuadrado de la norma 2 del error es:

8

lell3 = > (aln(@:) + In(b) — In(y,))?,

=0
las ecuaciones normales son:

8

8 8
ay *(z;) + (b)Y In(zi) = D In(y:) In(as)
=0

=0 =0

y cuando se resuelve el sistema se obtienen los coeficientes:
a = 2,0106, In(b) = 1,8278 — b = 6,2202.

El nidmero de condicion de la matriz normal es 6,55 x 10, lo que supone un sistema
bien condicionado. El grifico de los datos (circulos negros) y su funcién de ajuste (linea
continua azul) se observa en la figura 8.3. El error asociado al ajuste se calcula sobre
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Figura 8.3: Ajuste exponencial (f(z) = bxz®) a los datos de la tabla 8.4.

la definicion del problema y no sobre la linealizacion. Entonces:

8

lell3 = (baf —y;)* = 20,611,
1=0

lo que es un error mucho mds aceptable que el del ejemplo anterior.
Ejercicio 28. Ajustar los datos de la tabla 8.2 a las siguientes funciones:
» f(z) =az?® +bx +c,
» g(z) = ax?® + beos(z),
» h(z) = ax + be”,

y luego calcular el error cometido por el ajuste.

8.3.1. Linealizacion de funciones habituales

En la tabla 8.5 se muestran las funciones linealizadas mas comunes para ajustar
datos. Tener en cuenta que luego de la identificacién de las constantes, es necesario
volver a transformar los valores hacia la funcién original.

8.4. Ajuste funcional por minimos cuadrados

Sea y(x) € Cla,b] y se intenta construir un polinomio de grado n que juste lo mejor
posible a dicha funcién. En la seccién anterior, se planteo el error de ajuste como:

lell3 = [f(x:) — i,
i=0

ahora no se puede calcular dicho vector, ya que la funcién y no es discreta sino continua.
Sin embargo, se utiliza la misma idea que antes y se define el error como si fuera una
sumatoria de términos infinitos, es decir una integral definida. Entonces el error asociado
al proceso es:

b
£ = [ [Pufa) @) .
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Funcién a ajustar Funcién linealizada
y=35+b y=at+b — y=aT+b
y =2 J=r g = g=artb
y = ab® In(y) = In(b)]x +In(a) — y=axr+b
y = be™® In(y) =ar +In(b) — Y=axr+b
y=c—be ™ In(c—y)=—azx+In(d) — y=ar+b
y = ax’ In(y) = blln(z)] +1n(a) — y=azx+b
y = axe’® In(y) —In(x) =bx +In(a) — yY=ar+b
Y = Trpear ln(i—l):aerln(b) — Y=ar+b
Tabla 8.5

La idea entonces se reduce a encontrar un polinomio tal que E? sea minimo. Para ello
se construye el polinomio en forma genérica:

n
Pp(z) = apa" + an12" '+ +a1x +ag = Z a;z’,

i=0
con lo que:
b [ A 2
E? = / [Z a;z" — y(x)] dz
@ Li=0

Como FE = E(ag,a1,...,ay), si se quiere reducir E al minimo debe cumplirse que:

oF .

90, =0, :=0,1,...,n.

(3

Por lo tanto:

foc / b [f: ai — y(x)] b
@ Li=0
_ /ab [zn;axr dz — Q/Gby(x)izn;aixidx—k/ab ly(2)]2 dz

Derivando e igualando a cero:

OE? L | b .
(%:/ 2 Zaixl :L']d:v—2/ y(x)x? de +0=10
J a i=0 @

n b b
=2 Zai/ 2 dg — 2/ y(x)zd dz = 0,
i=0 @ e

surgen, para cada 7, las ecuaciones normales:
g ai/ 2 dr = / y(x)z’ dx,
i=0 @ @
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o expandiendo la sumatoria:

b b b b b
aO/ :Jcod:r—i—al/ xlda:—i-ag/ xzdw+---+an/ w”dx:/ y(w)xodx
a a a a a
b b b b b
ao/ xldaj-l-al/ x2dx+a2/ ac3d:v—|--~-|—an/ x”+1da::/ y(:v)a:ld:v
a a a a a

b b b b b
ap / z"dz + a1 / 2" dz + as / 2" P2dr+ -+ an/ 22" dx = / y(z)x" dzx
a a a a a

con lo que debe resolverse un sistema lineal de tamano n. Puede demostrarse que las
n + 1 ecuaciones normales tiene solucién unica si f € [a, b].

Ejemplo 52. Se desea aprozimar la funcion y(x) = e*, definida en el intervalo |0, 3],
por medio de un polinomio lineal. Entonces, la expresion del error cuadrdtico es:

3
E? = / [ag + a1z — 7] du,
0

de donde surgen las ecuaciones normales:

3 3 3
ao/ ld:c—i-al/ :L‘dajz/ e’ dx
0 0 0
3 3 3
al/ mdw—i—az/ $2da::/ xe” dux,
0 0 0

que al resolverse las integrales se obtiene la solucion del ejemplo. En este caso:
ap = —1,993; a; = 5,571.

El error asociado a esta aproximacion es E* = 9,87. En la figura 8.4 se muestra la
funcion y(x) = e*, en linea punteada azul, y el polinomio aproximante, en linea continua

roja.

20

10

0 1 2 3

Figura 8.4: Ajuste lineal continuo a a funcién f(x) = e®.

137



8. Ajuste de Datos

APUNTES DE CALCULO NUMERICO | con aplicaciones sobre Euler Math Toolbox | S. Herndndez

Ejemplo 53. Se desea aprozimar la funcion y(x) = e*, definida en el intervalo |0, 3],
por medio de un polinomio cuadrdtico. Entonces, la expresion del error cuadrdtico es:

3
E? = / [ao + a1z + asx? — e"’]2 dz,
0

de donde surgen las ecuaciones normales:

3 3 3 3
ao/ ldac—i-al/ :I;dx+a2/ xde:/ e’ dx
0 0 0 0
3 3 3 3
ao/ mdx—i—al/ xzdaH-ag/ dex:/ ze® dx
0 0 0 0
3 3 3 3
aO/ xde+a1/ x3dx+a2/ :Jc4d:r:/ 22 dx
0 0 0 0

que al resolverse las integrales se obtiene la solucion del ejemplo. En este caso:

ag = 1,957, a; = —2,329; az = 2,633.
El error asociado a esta aprozimacion es E? = 5,78 x 1071, En la figura 8.5 se muestra
la funcion y(x) = €*, en linea punteada azul, y el polinomio aproximante, en linea

continua roja.

20

10

0 1 2 3

Figura 8.5: Ajuste cuadritico continuo a a funcién f(z) = e®.

Ejemplo 54. Se desea aprozimar la funcion y(x) = e*, definida en el intervalo [0, 3],
por medio de un polinomio cubico. Entonces, la expresion del error cuadrdtico es:

3
E? = / [ao + a1z + ag? + aza® — em]Q dz,
0

de donde surgen las ecuaciones normales:

3 3 3 3 3
ao/ 1dx—|—a1/ a:dx—l—ag/ x2dx+a3/ :L‘Sdgj:/ e d
0 0 0
3 3
0 xdx+a1/xdx+a2/ :c3da:+a3/ ztd
0 0 0

o[
3 3 3

ao/ T dx—i—al/ T dx+a2/ :c4da:+a3/ 2o dr =
0 0 0

3 3 3 3
ao T dx—i—al/ T dx+a2/ x5da:+a3/ x6da:=/ 22 dx
0 0 0 0
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que al resolverse las integrales se obtiene la solucion del ejemplo. En este caso:
ap = 0,8596; a1 = 2,059; az = —1,024; as = 0,8126

El error asociado a esta aprozimacion es E* = 2,05 x 1072, En la figura 8.6 se muestra
la funcion y(x) = €*, en linea punteada azul, y el polinomio aproximante, en linea
continua roja.

20

10 /

//

-

0 1 2 3

Figura 8.6: Ajuste lineal ctibico a a funcién f(z) = e*.

Una de las ventajas principales de este método es que si se quiere aumentar el grado
del polinomio que ajusta a una funcién, no es necesario calcular todos los coeficientes
de nuevo, sino que se calculan dos integrales més: una para los coeficientes a; y otra
para los términos libres. La tnica complicacién que surge es la resolucion del sistema
lineal, cada vez de mayor tamano.

Nota. Si bien a medida de que aumenta el grado del polinomio, el ajuste a una funcion
es cada vez mejor, también es cierto que aumenta el grado del sistema lineal a resolver
y el numero de condicion de la matriz de coeficientes. De los ejemplos anteriores:

» Bl nimero de condicion de la matriz de coeficientes para el polinomio lineal es
1,93 x 10;

= Fl ndmero de condicion de la matriz de coeficientes para el polinomio cuadrdtico
es 6,01 x 10?;

» Fl numero de condicion de la matriz de coeficientes para el polinomio cubico es
2,86 x 10%.

Ejercicio 29. Sea la funcion y(x) = sin(x)+2, definida en el intervalo [—1; 3]. Sabiendo
que:

/xsin(x) dz = sin(x) — x cos(x) +C

/:c2 sin(z) dz = 2z sin(z) + (2 — 2?) cos(z) + C,

construir los polinomios de grado 1 y 2 que aproximen a y(x). Aproximar el valor del
error cuadrdtico asociado, con alguna rutina computacional.
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8.5. Aproximacion Minimax

La aproximacién minimaz, también denominada mejor aproximacion, es una
aproximacion polinomial de norma minima. Dos normas funcionales de uso habitual
son la norma infinito 6 norma del maximo y la norma dos.

Definicién 21. El conjunto Cla,b] de funciones reales f, definidas y continuas en el
intervalo [a,b], es un espacio lineal normado con la norma:

[flloo = méx |f ()],

z€a,b]
denominada norma infinito.

Definicién 22. El conjunto Cla,b] de funciones reales f, definidas y continuas en el
intervalo [a,b], es un espacio lineal normado con la norma:

1/2

!f\2=</abw(x)!f(x)\2d:v> |

denominada norma dos, donde w(x) es una funcién de peso, continua, positiva e
integrable en (a,b).

Ambas normas se encuentran relacionadas, a pesar de tener expresiones muy dife-
rentes. El siguiente teorema las relaciona.

Teorema 23. Si la funcion de peso w es definida, continua, positiva e integrable en el
intervalo (a,b), entonces se cumple que, para cualquier funcion f € Cla,b]:

Al < Wl flloo »

W:[/abw(x)dx}

Ademds, dados dos nimeros positivos € (sin importar cudn pequeno sea) y M (sin
importar cudn grande sea), existe una funcion f € Cla,b] tal que:

donde:
1/2

1flly <& [l flle > M.

De acuerdo al primer axioma de las normas, es posible pensar que f € Cla, b] puede
ser bien aproximada por un polinomio p en [a,b] si ||f — p| es pequeno, sin importar
la norma con la que se esté calculando. El calculo de polinomios minimos en la norma
dos ya fue realizado!, ahora se centraré la atencién en el anélisis de la norma infinito,
a partir del siguente teorema.

Teorema 24 (de Aproximacién de Weierstrass). Suponiendo que f es una funcidon real,
definida y continua en un intervalo cerrado |a,b], entonces dado cualquier € > 0 existe
un polinomio p tal que:

If =Pl <&

De acuerdo al teorema 24, cualquier funcién f definida en Cla,b] puede ser apro-
ximada con error arbitrario a partir del conjunto de todos los polinomios. Si en vez
de utilizar el conjunto de todos los polinomios se restringe la eleccién al conjunto P,

Leon w(zx) =1
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de polinomios de grado menor o igual a n, entonces no se cumple que, para cualquier
f € Cla,b] y para cualquier £ > 0, existe p, € P, tal que:

If =Pl <e

Entonces es relevante preguntarse cuan bien una funcién dada f € Cfa,b] puede ser
aproximada por polinomios de grado fijo n > 0. Por lo tanto, la definicién de norma
debe adaptarse a la siguiente expresion:

I =phlleo = 10 1 = Pl

donde el polinomio p;, se denomina polinomio de mejor aproximacién de grado n
a la funciéon f en la norma infinito. Como la idea es que este polinomio minimice el
méximo valor absoluto del error f(x)— py(x) sobre [a, b], se lo conoce como polinomio
minimazx.

Lamentablemente los teoremas vistos no muestran la forma de construccion del
polinomio minimaz, sélo aseguran la existencia. Lo ideal seria que el error f — pJ
esté distribuido de manera uniforme sobre [a,b], a fin de asegurar una convergencia
optima en todo el intervalo. El teorema de oscilacion establece las condiciones finales
con las que se definird un polinomio minimax.

Teorema 25 (de Oscilacién). Sea f € Cla,b]. Entonces un polinomio p}, € Py es
minimax para f en [a,b] si y sdlo si existe una secuencia de n + 2 puntos x; para
1=0,1,...,n,n+ 1 de forma tal que para:

a<zp<...<xpy < b

se cumpla que:
f (i) = P (@) = 1f = Phllo »

cont=0,1,....,.n,n+1y:

f(xi) = py (%) = = [f (Tis1) — oy, (Tig1)],

conti=0,1,...,n.

8.5.1. Algoritmo de Remez
(k)

Este algoritmo genera una sucesion de polinomios py,’ que converge al polinomio
minimaz p,, € Pp, donde la sucesiéon de conjuntos X (k) converge a X* sobre el cuél
f — p} es equioscilante:

1. Escoger un conjunto X = {xg,x1,T2,...,Tn, Tn+1}.

2. Resolver el sistema de ecuaciones lineales:
fl@i) = pP (i) = (-1)'E

3. Para generar X #+1)| deben tomarse aquellos valores de = donde el error minimaz
sea maximo en valor absoluto, incluidos ambos extremos de intervalo. En el caso
de que sobre un punto, debe dejarse en el conjunto aquel extremo de intervalo
que muestre mayor error y mantenga la alternancia de signos. El otro extremo
debe ser eliminado de la lista.

Este algoritmo finaliza cuando la convergencia de X ) se logra 6 bien cuando el error
obtenido en la resolucion del sistema lineal alcanza un valor de tolerancia previamente
establecido.
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Ejemplo 55. Debe conseguirse la aproximacion minimax de grado uno a la funcion
f(z) = cos(xz) + /x en [0,5;3]. Para ello se aplicard el algoritmo de Remez. Para
X0 = {0,5;1,75; 3}, debe resolverse el sistema (luego de acomodar convenientemente
los términos):

£(0,5) — (a(0,5) + b) =
f(1,75) — (a(1,75) + b) = —
fB3)=(a@B)+b)=FE
cuya solucion es E = 0,0093721, a = —0,33705 y b = 1,7438. Los extremos de:

f(x) — (—0,33705x + 1,7438) son: 0,99442 y 2,4230.
De los extremos del intervalo, se elige x = 3 puesto que la alternancia de signos se
cumple de acuerdo a:

f (z) = (0,337052 + 1,7438)[,_ 5 > 0
() — (0,33705z + 1,7438) ,_¢ 99442 > 0
() — (0,33705z + 1,7438)], _y 4930 < 0
() = (0,337052 +1,7438)|,_5 > 0

f
f

Ahora X1 = {0,99442; 2,4230; 3}, entonces luego de acomodar los términos en
forma conveniente, debe resolverse el sistema:
£(0,99442) — (a(0,99442) + b) =
£(2,4230) — (a(2,4230) +b) =
f3) = (a(3) +b) =

cuya solucion es E = 0,084194, a = —0,39895 y b = 1,8547. Los extremos de
f(x) — (—0,39895x + 1,8547) son: 1,0772 y 2,3281.

De los extremos del intervalo, se elige x = 3 con el mismo criterio que en la iteracion
anterior.

Siguiendo de forma similar a las dos primeras iteraciones se obtiene:

X® = {1,0791; 2,3260; 3}

8) = {1,0791; 2,3260; 3},

con lo que el algoritmo termina y la aprorimacion minimax de grado uno es:
= —0,40026x + 1,8567.

En las figuras 8.7 y 8.8 se muestran la funcion f(x) (en linea punteada de color azul)
y su correspondiente polinomio minimax (linea continua de color rojo) y el error entre
funcion y polinomio minimax respectivamente.

Ejemplo 56. Se mostrard la convergencia del polinomio minimax de tercer grado a
la funcion f(x) = cos(z) + /x en [0,5;3]. Para ello se realizardn 5 iteraciones del
algoritmo de Remez. Sea X(© = {0,5;1,125;1,75;2,375; 3}, entonces:

D = {0,5; 0,87248; 1,8073; 2,6718; 3}

2 = {0,5; 0,88988; 1,8535; 2,6811; 3}

3) = {0,5; 0,89000; 1,8504; 2,6792; 3}

9 = {0,5; 0,88997; 1,8499; 2,6810; 3}

5) = {0,5; 0,88861; 1,8496; 2,6802; 3}.
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Figura 8.7: Gréafica de f(z) = cos(z) + v/x y su polinomio minimaz.

/ N

N

1 2

Figura 8.8: Error entre f(z) = cos(x) + /= y su polinomio minimaz de grado
uno.
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La sucesion de polinomios minimax es la siguiente:

PV (x) = 0,170412% — 0,882682 + 0,90045 + 1,3272
PSP () = 0,168922:% — 0,8746922 + 0,90848z + 1,3329
P (x) = 0,169042% — 0,875262% + 0,909202 + 1,3326
P (x) = 0,169002% — 0,875112% + 0,90903 + 1,3327
P () = 0,169052% — 0,8753822 + 0,90950z + 1,3325
P (x) = 0,169062% — 0,875412% + 0,909452 + 1,3325.

Sin embargo, con una particion de 10000 puntos en [0,5;3], el error minimax es:

EO =730x%x 1073
EM =520x%x 1073
E® =520 x% 1073
E®) =520 x 1073
EW =510 x107%
E®) =524 x 1073,

lo que sugiere que tal vez deberia haberse finalizado el algoritmo en la cuarta iteracion.

8.6. Ejercicios

1. Construir un algoritmo en PC que permita ajustar un conjunto de datos por
medio de un polinomio de grado n.

2. Dada la tabla de valores 8.6, generada por medio de f(z) = asin(z) + bcos(z),

8. Ajuste de Datos

determinar los valores de a y b. ;Es necesario utilizar todos los datos?

T 00| 011]021]03)|04]|051]06 | 07| 087109/ 1,0
f(x) | 3,16 | 3,01 | 2,73 | 2,47 | 2,13 | 1,82 | 1,52 | 1,21 | 0,76 | 0,43 | 0,03
Tabla 8.6

3. Ajustar la tabla de datos 8.7 a una funcién de la forma:
1
0 =T
Si no es posible, justificar por qué.
T -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1
f(z) || 0,0150 | 0,0338 | 0,0468 | 0,0712 | 0,1152 | 0,1850 | 0,2716 | 0,3775
Tabla 8.7

4. La densidad relativa p del aire se midi6 a diferentes altitudes, generando la tabla
8.8. Utilizando un ajuste cuadratico, determinar la densidad relativa cuando la
altura es de 10.5km.
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h (km) || 0| 1,525 | 3,050 | 4,575 6,10 7,625 | 9,150
p 10,8617 | 0,7385 | 0,6292 | 0,5328 | 0,4481 | 0,3741

Tabla 8.8

w 05 | 1,0 | 15 | 20 | 25
f(z) [ 0,541 | 0,398 | 0,232 | 0,106 | 0,052

Tabla 8.9

Ajustar los datos de la tabla 8.9 a la funcién f(z) = axeb®. Calcular el error
cuadratico total cometido.

;.Serd posible encontrar algiin ajuste polinomial que presente menos error para
los datos del inciso anterior?

Encontrar los coeficientes necesarios para ajustar la funcién f(z) = e por medio
de g(x) = apz + a; cos(z), dentro del intervalo [0, 2].

Sugerir funciones que, agregadas al resultado anterior, mejoren notablemente el
ajuste. Resolver nuevamente.

[EMT] Ajustar la funcién f(x) = sin(z) por medio de un polinomio de grado 3
dentro del intervalo [0; 27r]. Aumentar el grado del polinomio de ajuste a grado 5,
jmejora el resultado?

[EMT] Repetir el ejercicio del inciso anterior, pero ahora utilizar un polinomio
minimax de grado 3. Compararlo con el polinomio de ajuste de grado 5.

El ajuste polinomial es facilmente extensible a datos de méas dos variables. Verifi-
car que los datos de la tabla 8.10 se ajustan a un modelo del tipo z = a + bx — cy,
resolviendo el sistema lineal asociado al ajuste cuadratico.

z[0] 2 [25 (1[4 7
yllo[ 112 3[6] 2
z 510 9 |0|3]27

Tabla 8.10

En Barcelona, la tarifa del taxi se compone de una parte fija (bajada de bandera),
otra parte proporcional a la distancia recorrida y otra proporcional al tiempo de
espera. La tabla 8.11 recoge los datos de distintos viajes. Es decir que:

CV =a+bD + T,

donde D es la distancia y T la espera.

a) Determinar el valor de las constantes a, b y ¢ a partir de los datos de la
tabla.

b) Estimar el precio de un viaje de 5km con 18min de espera.
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8. Ajuste de Datos

Distancia (km) 85 120 [ 846883 [7.1]30] 1,9 | 3,0

Tiempo (min) 10,5134 |04 | 7,6 | 10,1 |86 | 3,8 | 13,6 | 10,8

Costo de Viaje (euros) || 10,5 | 6,6 | 7,7 | 85| 10,2 | 9,0 | 4,7 | 6,6 | 6,6

Tabla 8.11

13. Es posible demostrar que si f € C?[a,b] con f”(z) > 0 para a < x < b, entonces

14.

15.

16.

17.

18.

19.

¢i(x) = ap + a1z es la aproximacion lineal minimaz a f(z) en [a, b], donde:

o= O —f@) o fla) +fe) <a+ > [f(b) - f(a)}

b—a 2 2 b—a
y ¢ es la unica solucién de:

o= 10 -1

Verificar este enunciado con alguna funciéon que cumpla con la condicién pedida.

Identificar el valor de a que minimiza:

1
/ le* — al dz.
0

;,Cudl es el minimo? Esta es una forma simple de ilustrar otra forma de medir el
error de una aproximacién. Este caso representa la aproximacion de la constante
a a la funcién e” en el intervalo [0;1].

[EMT] Para f(x) = e® en [—1;1] crear el polinomio de Taylor de grado cuatro,
pa(z), expandido alrededor de x = 0. Ahora, identificar el polinomio minimaz de
grado tres p3(x) que aproxima a py(z). Graficar los errores e” —p3(x) y e* —p3(z).
Este proceso de reducir en un grado el polinomio de Taylor por medio de un po-
linomio minimax se denomina economizacién 6 telescoping y se aplica varias
veces para reducir un polinomio Taylor de grado alto hacia una aproximacion de
grado mucho menor.

Crear el conjunto de datos y; = 0,354x; + 0,28 + (—1)'0,5 a partir de
x = [1;2;3;4;5;6; 7], donde i = 0,1, ...,6. ;Cudl es la recta de ajuste de minimos
cuadrados?

De acuerdo al conjunto de datos y; = 0,3541‘? +0,287; — 2,5 + (—1)?0,5 donde

x = [1;2;3;4;5;6], ajustarlo con un polinomio cuadratico. ;Se llega a la misma
conclusién que la obtenida en el ejercicio anterior?

Determinar los parametros a y b para que la férmula:
a+vz\>
by/x

ajuste los datos de la tabla 8.12.

La concentracién de la bacteria E. Coli en una pileta es monitoreada luego de una
tormenta, arrojando los datos de la tabla 8.13. El tiempo es medido en horas a
partir de la finalizacién de la tormenta y la unidad CFU significa Colony Forming
Unit o Unidad de Formacién de Colonias. Ajustar los datos a un modelo de la
forma:

Yy = ae

y estimar:
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8. Ajuste de Datos

20.

21.

22.

23.

24.

05 ] 1] 2] 3 |4
y 1045833252

Tabla 8.12

a) La concentracion al finalizar la tormenta, ¢ = 0.

b) El tiempo en el cual la concentracién alcanzard 200CFU/100mL.

t (horas) 4 8 12 | 16 | 20 | 24
¢ (CFU/100mL) | 1590 | 1320 | 1000 | 900 | 650 | 560

Tabla 8.13

Repetir el ejercicio 4 pero ahora normalizar los datos. Es decir que se minimi-
zara un modelo de la forma:

n 1/2
lellz = (Z [f(zi =) - (3%1/)]2) )

i=0
donde T e 7 son los promedios de los datos tabulados. jMejora el error cuadratico?
I Mejora el indice de determinacién?

Dados los datos de la tabla 8.14:

a) Ajustarlos a un modelo de la forma y = ax + b.

b) Invertir los roles de las variables y ajustarlos a un modelo de la forma
Tz =c+dy.

c¢) Comparar los resultados de los incisos anteriores en base a los errores cuadra-
ticos y al indice de determinacion.

z{00]01(02]0,3|04]0,5]0,7
y19]2826]23|21]21]|1,6

Tabla 8.14

Usando como base al conjunto de datos de la tabla 8.15, generar el ajuste por
minimos cuadrados de (x;y 4 dy) a un polinomio cuadratico, donde:

a) 0y =[0;0;0;1,1;0].
b) oy =[0;1,1;0;0;0].

¢) Sabiendo que los datos de la tabla 8.15 provienen de la relacién y = —22 +3,
,qué conclusién se puede sacar con respecto a las perturbaciones en los
datos?
Encontrar una funcién de la forma y = e“* que ajuste los datos: x = [0;1];
y = [a;b].

[EMT)] Considerar el ajuste lineal de la forma y = a + b(x — ¢) a los datos de la
tabla 8.16.
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8. Ajuste de Datos

x 1,791 2,418 | 3,469 | 4,898 | 5,388
y || -0,2076 | -2,846 | -9,033 | -20,99 | -26,03
Tabla 8.15

a) Mostrar que, con el desplazamiento ¢ = 1,000 y una aritmética de 4 digitos,

no se resuelve correctamente el problema.

b) Resolver correctamente el ajuste, eligiendo un valor de ¢ que no haga que la
matriz del sistema de ecuaciones normales sea mal condicionada.

T 1 3 4 6 7
y|l-2,11-091-061061|09
Tabla 8.16

25. Demostrar que la recta de ajuste lineal pasa exactamente por el punto promedio

de la nube de datos.
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APUNTES DE CALCULO NUMERICO | con aplicaciones sobre Euler Math Toolbox | S. Herndndez

Derivacion Numérica

La derivaciéon numérica surge al presentarse el siguiente problema: dada una funcién
y = f(x), se desea obtener una de sus derivadas en el punto x = z. El término dada
se refiere a que se posee un algoritmo con el que se calculan los puntos de la funcién,
o se tiene un conjunto discreto de datos (z;,v;), i = 1,2,...,n. En dicho caso, sélo se
tiene acceso a un numero finito de pares (z,y) con los cuales se computard la derivada.

Uno de los métodos basicos consiste en aproximar la funcién localmente por un
polinomio y luego diferenciarlo. Otra herramienta efectiva es utilizar una serie de Taylor
alrededor del punto zj. Este segundo método tiene una ventaja: se puede calcular una
cota para el error.

La derivacion numérica no es un proceso particularmente preciso. Se sufren los erro-
res de redondeo, de truncamiento y los errores que son inherentes a la interpolacién. Por
esta razon, la derivada de una funcién nunca puede ser calculada con la misma exactitud
que cuando se utiliza la definicién de derivada como limite del cociente incremental.

9.1. Aproximacion de derivadas por diferencias finitas

La derivacion por medio de diferencias finitas se basa en la expansién de series de
Taylor (hacia adelante y hacia atras), dadas como:

fa+h) = F@)+ @)+ )+ )+ B0 0.1
fa—h) = F@) @)+ )~ )+ B0 9:2)
fat2m = g+ 2np@) + O @)+ Ol iy B p ) 1 g0y
fa-2m) = 1) —2mp @)+ O i) - CO priay o R ey g0

149



9. Derivacion Numeérica

También se puede plantear la suma y resta de las series:

flx+h)+ fle—h) = 2f(x)+h2f"(x) + ;Z;f(4)(x) +oe (9.5)
flx+h)—flx—h) = 2hf'(z)+ i;gf”’(x) + - (9.6)
flz+2h) + f(x —2n) = 2f(x) +4R2f"(z) + 43”1]”(4) ()4 (9.7)
f(x+2h) — flx—2h) = 4hf'(z)+ 8231””(3:) 4o (9.8)

Es importante notar que las sumas contienen solamente derivadas de orden par, mien-
tras que las restas contiene las derivadas de orden impar. Las ecuaciones (9.2)—(9.8)
pueden ser vistas como ecuaciones simultaneas que deben ser resueltas para obtener las
derivadas de f(z). El nimero de ecuaciones involucradas y la cantidad de términos de
cada ecuacién dependen del orden de la derivada y el grado de precision deseados.

9.1.1. Primera aproximacion por diferencias centrales

La solucién de la ecuacién (9.6) para f'(z) es:

T — T — 2
fath) = f=h) B

f'(@) = 2h 6

Manteniendo sélo el primer término del lado derecho de la igualdad anterior resulta:

fle+h) = flx—h)
2h

f'(z) = +O(h?), (9.9)
lo que se denomina primera aproximacién por diferencias centrales. El término
O(h?) indica que el error de truncamiento se comporta como h?.

A partir de la ecuacién (9.5) se obtiene:

fla+h)—2f(@)+ flz—h) h?

f//(LU) = h2 + ﬁ

f(4)(x) 4

0 mejor aun:
i) - L) = 20(@) & fz = h)
B2

Al igual que en el caso de la aproximacién de f’(x), el error para la aproximacién de
f"(z) es del mismo orden que h2.

Las aproximaciones por diferencias centrales para derivadas de orden superior se ob-
tienen a partir de las ecuaciones (9.2)—(9.8) de manera similar. Por ejemplo, eliminando
f'(z) de las ecuaciones (9.6) y (9.8), y resolviendo para f”'(z) se sigue que:

flx+2h)=2f(x+h)+2f(x—h)— f(x —2h)
2h3

+O(h?).

F(x) = +O(R).

La aproximacién:

fx+2h)—4f(x+h)+6f(x) —4f(x — h)+ f(z — 2h)
A

fO(z) = + O(h?),

se consigue a través de las ecuaciones (9.5) y (9.7) luego de eliminar f”(z). La tabla
9.1 resume estos resultados.

150



9. Derivacion Numeérica

| | fle—2h) [ fle—h) | f(2) [ flz+h) | flz+2h) ]

2hf'(z) -1 0 1
R2 £ (x) 1 -2 1
2h3 f" () -1 2 0 -2
R (2) 1 -4 6 -4

Tabla 9.1: Coeficientes de la aproximacién por diferencias centrales.

’ H f(z) ‘ flx+h) ‘ f(x+2h) ‘ f(x 4+ 3h) ‘ f(x+4h) ‘

hf'(z) -1 1
h2f" (x) 1 -2 1
R3f"(z) || -1 3 -3 1
@) | 1 -4 6 -4 1

Tabla 9.2: Coeficientes de la primera aproximacién por diferencias hacia adelante.

9.1.2. Primera aproximaciéon por diferencias no centrales

No siempre es posible construir aproximaciones de derivada por diferencias centra-
les. Por ejemplo, si se considera la situacién donde la funcién estd dada en n puntos,
r1,%2,...,Tn, No se puede calcular la derivada en los puntos extremos. Esto es debido
a que se necesita informacién de ambos lados del punto sobre el cual se aproximara la
derivada. Si sélo se tiene informaciéon a derecha o a izquierda se utilizaran las aproxi-
maciones hacia adelante y hacia atrds.

La aproximacion de derivadas por diferencias no centrales se obtienen a partir de
las ecuaciones (9.2)—(9.8). Resolviendo la ecuacién (9.2) para f’(x) se obtiene:

/ _f(w‘i_h')_f(x) h// h2
fla) = HEES RS L) -

3
F(w) ~ S (@)

Mantentiendo sélo el primer término del lado derecho, se consigue lo que se denomina
primera aproximacién por diferencia hacia adelante:

Por medio de un procedimiento similar, se logra la primera aproximacién por di-
ferencia hacia atras:

Un punto a tener en cuenta es que el error en este caso es del orden de h, O(h), mientras
que en las diferencias centrales el error es de orden h%, O(h?).

Es posible deducir las aproximaciones para derivadas de mayor orden de la misma
manera. Por ejemplo, de las ecuaciones (9.2) y (9.4):

flx+2h) —2f(x+ h)+ f(z)
2

f(x) = +0O(h)

Las aproximaciones a las derivadas tercera y cuarta pueden ser originadas por un pro-
cedimiento similar. Este resultado se muestra en las tablas 9.2 y 9.3.
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9. Derivacion Numeérica

hf'(x) -1 1
R2 £ (x) 1 -2 1
R3 f (x) -1 3 -3 1
ht 3 (x) 1 -4 6 -4 1

Tabla 9.3: Coeficientes de la primera aproximacién por diferencias hacia atras.

’ H f(zx) ‘ f(z+h) ‘ f(x +2h) ‘ f(x+3h) ‘ f(x +4h) ‘ f(x 4+ 5h) ‘

2hf'(x) -3 4 -1
h2 " () 2 -5 4 -1
2R3 f"(x) || -5 18 -24 14 -3
@) || 3 -14 26 24 11 -2

Tabla 9.4: Coeficientes de la segunda aproximacién por diferencias hacia adelante.

9.1.3. Segunda aproximacién por diferencias no centrales

Las aproximaciones finitas cuyo error es de orden h, no son muy populares, ya que
se prefiere utilizar expresiones cuyo error sea de orden h2. Para obtener férmulas de
aproximacion no central, deben utilizarse una mayor cantidad de términos de la serie de
Taylor. Como ejemplo, se derivard la expresién para f’(x). Partiendo de las ecuaciones

(9.2) y (9.4):
2 3 4
Pl h) = 1)+ hp'@) + o @)+ )+ L)+

6
/ 2 et 4n’ " 2h* (4)
Fla +2h) = f(&) + 2hf(2) + 207 (@) + S )+ 2 D)
Ahora, se eliminard f”(x) al multiplicar la primera ecuacién por 4 y restando de la
segunda ecuacion. El resultado es:

2
Fla+9h) — 4f (@ + B) = ~31(x) — 20f'(z) + 2o f(a) 4 -
Ast: )
0 mejor aun:
() = —f(z+2h)+4f(x+h)—3f(z) + o)

2h

La ecuacién anterior se denomina segunda aproximacion por diferencias hacia
adelante.

La deduccion de las férmulas de diferencias finitas para derivadas de orden superior,
requieren términos adicionales en la serie de Taylor. Asi, la aproximacién por diferencias
hacia adelante para f”(z) utiliza expansiones de f(z + h), f(z +2h) y f(z + 3h); la
aproximacién para f”(z) depende de f(z + h), f(z + 2h), f(x +3h) y f(z +4h), a
modo de ejemplo. Los resultados para ambas aproximaciones (hacia adelante y hacia
atrds), se resumen en las tablas 9.4 y 9.5.

Comandos de EMT. FEl comando para derivar numéricamente una funcion es:
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9. Derivacion Numeérica

| | flz—5h) [ fz —4h) | f(x—3h) | fle—2h) [ flx—h) | f(z) ]

2hf!(x) 1 -4 3
h2 £ (x) -1 4 -5 2
2h3 {1 () 3 -14 24 -18 5
R @) (z) ) 11 -24 26 -14 3

Tabla 9.5: Coeficientes de la segunda aproximacién por diferencias hacia atras.

» diff(f$:string, x:nimero, n:natural, h:ntmero), donde f$ es la funcidn
de = a derivar, expresada como string; x es la abscisa en la cual se derivard; n
es el orden de la derivada, debe ser menor que 6; h es un pardmetro optativo y
permite seleccionar el incremento a utilizar en las formulas.

Ejemplo en EMT 19. Derivar numéricamente, en orden 1 y 2, la funcion:
f(z) = cos (ex/6+1 + 2)

en r=2,5.

>function f(x):=cos(exp(x/6+1)+2)
>diff ("f(x)",2.5)

0.109373763622
>diff ("f(x)",2.5,2)
-0.448030253124

9.2. Extrapolacion de Richardson

De la ecuacién (9.6), se puede conseguir la expresién:

f(z) = o [f(z+h) — f(x — h)] + ash® + ash* + ..., (9.10)
donde las constantes a9, aq, . . . dependen de f y de x. Cuando esta informacion esta dis-
ponible sobre un proceso numérico, entonces es posible aplicar la extrapolacién de
Richardson para conseguir mayor precision. Es decir que la extrapolacién de Richard-
son se utiliza para generar resultados de gran precisién con el uso de férmulas de bajo
orden. Puede ser aplicada cada vez que se conozca la expresién del error de una técnica
de aproximacién, dependiente de un parametro (habitualmente la longitud de paso h).
Para el caso particular de la derivada primera, se define la funcién:

¢(h) fx+h) = flz=h), (9.11)

= [
donde f y z estdn bien definidos. Se puede ver que ¢(x) es una aproximacién a f’(z) con
un error de O(h?). Siguiendo las ideas del célculo diferencial, se tratard de computar
limy, 0 ¢(h) para conseguir una aproximacién de mejor calidad que una simple aproxi-
macién discreta. Sin embargo, no es posible utilizar h = 0 en la ecuacién (9.11). Pero,
si se computa ¢(h) para algin h, puede computarse ¢(h/2). A partir de la ecuacién
(9.10) se tiene:

¢(h)

(2)

"(z) — agh® — agh* — agh® — ...
2 4 6
"(z) — as (h> —aq <h> — ag <h> -
2 2 2
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9. Derivacion Numeérica

Pero el término dominante del error puede ser eliminado facilmente: restando la primera
expresion de la segunda expresion multiplicada por 4. Esto resulta en:

15

o(h) — 4o <Z> = -3f'(z) — %a4h4 - Ea6h6 — ..

Dividiendo toda la expresién por —3 y reacomodando términos:
h 1 h o 1 4 D 6
q§(2>+3{¢<2> ¢(h)]—f(x)+4a4h +16a6h +....

El resultado anterior es muy importante, puesto que, al agregar %[gf)(h/ 2) — ¢(h)]

a ¢(h/2), se mejord la aproximacién inicial a la derivada primera hasta un orden de
O(h*). Como h es pequefo, es una mejora de muy buena calidad. Pero este proceso
puede, tedricamente, repetirse. Definiendo:

o) = 30 () - oo,

y aplicando la misma idea que en las expresiones anteriores:

d(h) = f'(x) + byh* + bghS + ...

@(Z)~—f%x)+b4<g>4+b6<g>6+.“.

Combinando convenientemente ambas expresiones para eliminar el término de orden
superior del error:

®(h) — 16® <;> = —15f"(z) + %)Gh@‘ +....

Por lo tanto, se obtiene:

® <Z> - %5 [@ <Z> - @(h)] = f'(h) — %bdﬁ + .,

logrando una mejora de calidad. El error de truncamiento para esta expresién de la
derivada es del orden de O(h®). Este proceso, llamado extrapolacién de Richardson
puede ser aplicado en secuencia para ir eliminando los términos de orden superior en
la expresion del error.

En forma general, para un calculo F' cuyo valor depende de h (un pardmetro pe-
queno) y se conoce la expresién completa del error, se tiene que para h; > hy donde
h2 = hl/kit

d(h1) = F — anh§ — agh? —ah] — ...
d(hg) = F — anh$ — aghy —a,h] — ...,

pero ¢(hy) puede ser escrita como:

hl - hl @ hl A hl v
d)(k:)_F “‘“(k) aﬁ(k) a7<k>
omejoralin:

o hy o @ o hy g o hy K
k ¢<k;):k F—aa(hl) —(l[-}k <k> —(Ifyk <k) — ey
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9. Derivacion Numeérica

h
con lo que restando k%¢ <I<:1> — ¢(h1) se obtiene:

wo () - otm)

) -

hi\? hi\?
k;o‘—l _F_C’8<k;) —C-y<k> — e ...

Es decir que se obtiene una aproximacién a F de orden O ((hy/k))".

Ejemplo 57. Se desea calcular f'(2,8) de f(x) = cos(x)e®. Para ello se elige trabajar
con PF(10,8,2), la primera aproximacion por diferencias hacia adelante y hy = 0,2,

ho = 0,1. Entonces k=2 y:

¢(h1) = f'(2,8) + O(h1)

28+0,2) — f(2,8
_ 128102128 o0
0,2
—19,884531 — (—15,494514
= 0 é ) + O(h1)

= —21,950085 + O(hy)

¢(h2) = f'(2,8) + O(hy)

2.8+0,1) — f(2,8
_ I oi / )+(’)(h2)
—17,646335 — (—15,494514
= oi ’ ) 4 O(hy)

— —21,518210 4 O(hy).

Ahora:
W¢<%)¢mu

= ['(2,8) + O (h3)

1
1 _
2 ¢>(f;21)_ 1¢(h1) = f'(2,8)+ O (h3)

—21,086335 = f'(2,8) + O (h3)

lo que mejora notablemente las aproximaciones obtenidas con ¢(hyi) y ¢(ha).

Ejemplo 58. A los datos del ejemplo anterior se agrega hs = 0,06. Entonces:

¢(h3) = f'(2,8) + O (hs)

= h
0.06 + O (h3)
—16,773789 — (—15,494514
- ; 0(6 ) 4 0(hy)

= —21,321250 + O (h3) ,
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9. Derivacion Numeérica

con lo que se puede operar a partir de ¢p(ha) y ¢(hs), con k =15/3:

o (') - olna)

= f'(2,8) + O (h3)

o
1
@)ﬁﬁ%fMﬂ=f@@+0@@
=

—21,025810 = f'(2,8) + O (h3)

Sin embargo, se pueden volver a extrapolar las aproximaciones de ordenes O (h%) Y
O (h3), tomando nuevamente k = 5/3:

ha1? )
wo 2] ) - o
ko —1
(3)7 0 (h3) — 6(hd)
(3)° -1
—20,991764 = f'(2,8) + O (h3)
con lo que f'(2,8) = —20,991764.

= f'(2.8) + O (h3)

= ['(2,8) + O (h3)

Nota. En los ejemplos anteriores, se desarrolla el orden del error dependiendo de hq,
ho y hg. Sélo se hizo con fines ilustrativos ya que el orden depende de h y sus potencias.

Nota. Si bien es un proceso que puede repetirse indefinidamente, debe tenerse cuidado
con la aritmética utilizada, ya que puede agregar mds error al cdlculo debido al error
de redondeo.

Ejercicio 30. Rehacer el ejemplo anterior, pero esta vez utilizar la primera aprorima-
cion por diferencias centrales.

9.2.1. Expresiones de derivadas por extrapolacion

La extrapolacion no sélo permite mejorar la precisién de célculo sobre magnitudes
puntuales, sino que también es posible mejorar las férmulas dadas de derivacién por
medio de transformaciones sencillas.

Utilizando la ecuacién (9.9) es posible definir:

f(z+2h) — f(x — 2h)

$(2h) = T + O(h?)
¢(2h) = f'(z) + O(h?),
y

2h
¢(h) = f'(z) + O(h?),

entonces, aplicando extrapolacién con k = 2h/h = 2:

) 1 f(m+h)—f(:c—h)]_[f(x+2h)—f(m—2h)
2 gb(gg : c1;5(2h) _ 2h L 4h + o
S8l fa ) =) o

= f'(z) + O(Y),

con lo que se consigue una aproximacién a f’(z) del orden de O(h?).
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9.3. Errores en las aproximaciones finitas

Hasta ahora las férmulas de derivacién por célculos discretos sélo dependen del
paso elegido: h, por lo que parece simple reducir A hasta un valor minimo y conseguir
aproximaciones de calidad. Sin embargo, esta consideracion es sélo una parte del error
involucrado en el desarrollo, ya que se tiene en cuenta el error de truncamiento de la
serie de Taylor pero no el que se genera por el redondeo aritmético.

Con el fin de analizar en detalle la aproximacién de la derivada primera, se su-
pondra que las siguientes cantidades:

fle=2h),  flx=h), [f(x), [fle+h), [flz+2h),
contienen el error de redondeo aritmético:
y-2=fl@—2h)+tea, ya=flx—h)+e1, yo=[f(x)+eo
yi=f(x+h)+e, y2=f(z+2h)+ey,

donde las magnitudes de los errores de redondeo e; son mas pequenos que cierto nimero
positivo €. Entonces, el error total de la aproximacién por diferencia hacia adelante es:

Dy(r.h) = F
:f(x+h)+€1—f($)—€o
h
/ e1 —ey K
= —h
flo)+ L S,
entonces: |K | 5 ]K ’
, e1 — € 1 € 1
— < <=
[Dy(a,h) = f(@)| < | ==+ 5 h < T+,

con K1 = f”(x). En la segunda parte de la inecuacién anterior se presenta el error:
la primera expresién corresponde al redondeo aritmético (inversamente proporcional
a h) y la segunda corresponde al truncamiento de la serie de Taylor (directamente
proporcional a h). Es posible minimizar la expresién del error por medio de un célculo

sencillo: 4 /9 T ) K|
€ 1 € 1 €
dh<h+ > ) et T e T AR

De forma similar, el error total en la aproximacion por diferencias centrales es:

DC(JJ, h) — Y1 —Y-1

2h
Cf@ah) e —fa—h)—e,
B 2h
/ ex—e_1 Ky,
= —h
fla)+ L T,
con lo que:
—e_ K| 2 |Ky
D, N L !22<772
Dol ) - fa)] < [A2 o+ B2 < = 4 B2,

con Ky = f"(z). Al minimizar la expresién del error, se consigue el valor éptimo de h:

d (¢  |Ka|, , e Ky 3e
— [+ 2R ) ===+ 2R =0, hepy = ¢ —.
dh <h 6 2t ’ P | Ko
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h PF(10,6,2) | PF(10,8,2)
0,64 | 0,380610 | 0,38060911
0,32 | 0,371035 | 0,37102939
0,16 | 0,368711 | 0,36866484
0,08 | 0,368281 | 0,36807656
0,04 0,36875 | 0,36783125

0,02 0,37 0,3679
0,01 0,38 0,3679
0,005 0,40 0,3676
0,0025 0,48 0,3630
0,00125 1,28 0,3712

Tabla 9.6: Célculo de la derivada segunda de f(z) = e~® en o = 1, para diferentes
valores de h y dos tipos de aritmética.

Ejercicio 31. Deducir la expresion completa del error para el caso de la aproximacion
de la derivada primera por diferencias hacia atrds.

Por lo visto hasta ahora, a medida que el paso h decrece el error de redondeo
puede incrementarse, mientras que el de truncamiento decae. Este es el dilema de la
longitud de paso. Si bien se plantean expresiones para calcular el valor éptimo de
h, son poco realistas y de valor sélo tedrico, puesto que habitualmente se carece de
informacién sobre K1, Ko, ..., es decir sobre las derivadas de orden superior. Ademads,
hay que notar que h,, minimiza no el error real, sino su limite superior.

Ejemplo 59. Se desea calcular la derivada seqgunda de f(x) = e en x =1 a partir
de la formula de diferencias centrales. Para ello se utilizard una aritmética de 6 y 8
digitos de precision, utilizando diferentes valores de h. Los resultados se muestran en la
tabla 9.6. El valor exacto es f"(1) = e~1 = 0,36787944. En los cdlculos con PF(10,6,2)
y de acuerdo a la tabla 9.6, el valor éptimo para h es 0,08, dando un resultado exacto
hasta el tercer digito significativo. Tres de los digitos significativos se perdieron debido
a una combinacion de truncamiento y error de redondeo. Por encima del h optimo, el
error dominante es que surge por truncamiento, por debajo prima el error debido al
redondeo. En los cdlculos con PF(10,8,2), el mejor resultado obtenido en la tabla 9.6
es exacto hasta el cuarto digito significativo. Como al aumentar la aritmética, decrece
el error de redondeo, el h dptimo es mds pequeno que en PF(10,6,2).

9.4. Ejercicios
1. Construir los siguientes algoritmos en PC:

a) Primera aproximacién por diferencias centrales. Entrada: Tabla de
valores cuyo dato central sea el valor sobre el cual se calcula la derivada.
Salida: Aproximacién de derivada primera, segunda y tercera.

b) Extrapolacién de Richardson. Entrada: Tabla de valores con los datos
para extrapolar; orden del error utilizado. Salida: Tabla completa de extra-
polacién.

2. Utilizando la primera aproximacién por diferencias centrales, calcular la derivada
de las funciones f;(x), en los puntos indicados. Utilizar h = 0,5; h = 0,2; h = 0,15
vy h =0,05:
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10.

11.

a) fi(z) =log(z), definida en [2;6], ¢ = 4.
b) fa(z) = sin(x) + cos(z), definida en [1; 3], 2o = 2.

. Aproximar el valor de la derivada primera por aproximacién no central en las fun-

ciones e abscisas indicadas. Utilizar los valores de h dados en el ejercicio anterior:

a) f3(x) = e 2% + 4x, definida en [0;4], 2o = 4.
b) fa(x) =In(zx), definida en [1;5], xo = 1.

. Para las funciones f;(x), i = 1,...,4 de los dos ejercicios anteriores, calcular la

derivada segunda en las abscisas indicadas.

. Dada una tabla de valores, jes ttil construir un spline cibico para obtener la

derivada en uno de los puntos de la tabla? ;Y el spline de Hermite?

. Dadas las tablas 9.7 a 9.10 como datos, calcular la derivada primera en las abscisas

indicadas.

T 0.7000 | 0.9000 | 1.1000 | 1.3000 | 1.5000 | 1.7000 | 1.9000
f(z) || 2.6445 | 2.3148 | 1.9108 | 1.4525 | 0.9622 | 0.4635 | -0.0199

Tabla 9.7: Datos tabulados de f(r) = 3cos(x) + x/2. Calcular f'(1,3).

Calcular f”(x¢) para las tablas del inciso anterior.

. Mejorar las aproximaciones obtenidas en los incisos 2, 3 y 6 utilizando extrapo-

lacion de Richardson.

. A partir de la extrapolacién de Richardson, generar una mejor férmula para la

expresion de la derivada segunda utilizando como base la férmula de la primera
aproximacion por diferencias centrales.

EMT, de acuerdo a la aritmética de IEEE, utiliza un valor de €j; del orden de
1016, Comprobarlo con el siguiente cédigo:

>i=1:14;
>x=(sin(pi/3.2+107(-i))-sin(pi/3.2)) /10" (-1);
>y=x[i]-cos(pi/3.2);

>x’ |y’

que muestra los diferentes valores aproximados de la derivada primera de sin(x)
en ry = m/3,2 por diferencia hacia adelante. Suponiendo que, para este caso,
K; = 0,8: jqué valor aproximado toma ep;?

[EMT) Para la funcién f(z) = COZ&, crear particiones de 10, 20, 30 y 40 elementos
en el intervalo [1;7]. Graficar las derivadas primera y segunda calculadas con los
algoritmos de diferencias centrales sobre los datos de las particiones. Ademas, en
cada caso, graficar la derivada correcta.

T -1.4000 | -0.8000 | -0.2000 | 0.4000 | 1.0000 | 1.6000
f(z) || 17.3200 | 5.6800 | -0.9200 | -2.4800 | 1.0000 | 9.5200

Tabla 9.8: Datos tabulados de g(z) = —4x + 7x? — 2. Calcular f/(—0,8).
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Tiempo (s) 0| 4 8 12 16 20
Altura (km) 0] 0,84 | 3,53 | 8,41 | 15,97 | 27,00

Velocidad (km/s)
Aceleracion (km/s®)

Tabla 9.11

Los datos telemétricos de un cohete en ascenso vertical se muestran en la tabla
9.11. Completar los datos faltantes y estimar aproximadamente en qué momento
ocurre la segunda etapa del lanzamiento.

[EMT] Considerar la férmula de aproximacién:
/ 3 [
fi(z) =~ 2h3/_htf(:n+t)dt.

Establecer el orden del error en forma similar a lo realizado en el ejercicio 16 con
alguna funcién conveniente. Esta es la derivada generalizada de Lanczos.

Cierto cdlculo requiere una férmula de aproximacién de f'(z)+ f”(z). El esquema:

() s+ = (@) + () s

a) (Sirve para este propdsito?
b) ;Qué orden de error tiene?

¢) Mejorar el orden del error, si es posible, con otro esquema similar.

,Es posible derivar la férmula:

Af(x+h) —3f(z) — f(x — 2h)

) = &

utilizando el teorema de Taylor? ;Qué orden de convergencia se logra con esta
aproximacion?

Deducir la férmula:

woy o 2 | f@o)  flx) o flx)
f(x)wﬁ (1—|—Oa)_ al +a(1—f—2a)

Y

que estd preparada para xzg < x1 < x2 donde la particidon no es equiespaciada, es
decir que 1 — x9 = h y 2 — x1 = «h. Para ello calcular los coeficientes A, B y
C de la expresién:

f'(x) = Af(x0) + Bf(21) + Cf (w2)

resolviendo el sistema que se genera al suponerla exacta para los tres polinomios
1,z — 21y (x —21)% y por lo tanto exacta para todos los polinomios de grado
menor o igual que 2. Este es el método de coeficientes indeterminados.

Calcular la derivada de f(z) = —22% + 3z + 1 en x = —2 utilizando la férmula
del ejercicio 19. ;Qué error se obtiene?

Calcular la derivada de f(z) = 23 + 2x — 1 en © = —2 utilizando la férmula del
ejercicio 19. ;jQué error se obtiene?
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25. Para las aproximaciones de f’(z) dadas a continuacién, calcular el orden de con-
vergencia con respecto a h:

—11f(z) + 18f(z + h) — 9f(z + 2h) + 2f(x + 3h)

a)

6h
fx—2h) —6f(x —h)+3f(z)+2f(x+h)
b) 6h
—f(x — 2h) — 12f(x) + 16f(x + h) — 3f(x + 2h)
c)
12h
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Integracion Numerica

En este capitulo se tratard de resolver el problema de la integral definida de f(x),
dada en un intervalo cerrado [a, b], es decir:

/: f(x)de.

Esta integral puede ser calculada facilmente siempre que el integrando sea una funcién
integrable f(z), acotada y continua sobre el intervalo y cuando la funcién primitiva
F(x) sea conocida y cumpla que F'(x) = f(x). En este caso especial, s6lo se debe
aplicar la regla de Barrow:

b
/ F@)dz = F(b) — Fla).

Sin embargo, en otros casos es imposible (o excesivamente costoso) determinar la
funcién primitiva F(z). Por ejemplo, si se tiene una funcién discreta y; = f(z;), para
1 =0,1,2,...,n no se puede crear una primitiva discreta. Este es el momento en que
los métodos numeéricos aparecen, para aproximar el valor de una integral definida.

Los métodos numéricos para calcular integrales definidas se separaran en tres gru-
pos, sélo con la finalidad de organizar mejor el texto:

» Integrandos expansibles por series, aqui se reemplazara el integrando f(x),
por la expansién de una serie de funciones elementales que se pueden integrar
facilmente. El permitir varios términos de la serie (funciones elementales) permite
ajustar la precisién del cdlculo final.

= Métodos de paso finito, este grupo contiene a aquellos métodos finitos en
los cuales se subdivide el intervalo de integracién [a,b] en n partes para luego
aproximar cada una de las partes en forma geométrica.

s Métodos de cuadratura, son los métodos también conocidos como Gaussianos.
Es decir que se reemplazara el integrando por polinomios interpoladores y/o orto-
gonales (Legendre, Jacobi o Chebyshev). La principal complicacién es determinar
los nodos a utilizar y los valores de los pesos aplicados a cada funcion.

10.1. Integrandos expansibles por series

En este caso, el integrando f(z) definido sobre un intervalo [a, b] puede ser represen-
tado por una serie de funciones elementales, ficilmente integrables en el sentido de los
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métodos analiticos. Generalmente, las expansiones mas comunes son las series de Tay-
lor y las series de Fourier. El andlisis del error es muy sencillo, ya que la componente
principal es aportada por error de truncamiento.

Ejemplo 60. En andlisis espectral de imdgenes, es necesario calcular la siguiente in-

tegral:
Si(z) = / sin(t) g (10.1)
0

t

que no tiene primitiva analitica. Sin embargo, es util conocer la serie:

sin(t) 1[ VA A 1 t2ntt

t— s+ — 5+ (=D)" TR

(2x +1)

que es convergente en todo valor de t. Luego de reemplazar el integrando de (10.1) por
su expansion en serie, se obtiene
3 5 7 x?n—&-l

Xz xr Xz
2n+1)(2n + 1)

Si(w):x—%+%—ﬁ+...+(—1)"

> x2n+1
- nz% <_1)n(2n T2 +1)

Esta expansion en series permite calcular la funcion Si(x) con la precision que se
desee. Por ejemplo, para x =2 yn = 6,

8 32 128 512 2048 > n 220+l
—— - - — +) (1)
18 600 35280 3265920 439084800 . (2n+1)!(2n + 1)

n—
~ 1,605412

Si(2) =2

El séptimo término de la serie, no considerado en los cdlculos anteriores, toma el
valor 8,192/(8,905 x 107), que es mucho mds pequenio que 1075,

Ejercicio 32. Utilizando series de Taylor, aprorimar la integral definida

1 z —t2/2
— e dt
V2T /0

y acotar su error, utilizando r =2 yn = 4.

10.2. Meétodos de paso finito

En este caso, dado un integrando f(z) definido en un intervalo cerrado [a,b], se
puede dividir el intervalo en n segmentos diferentes (subintervalos) Az; = z; — x;_1,
para ¢ = 1,2,...,n. El soporte tedrico para los métodos que se presentaran se basa en
el teorema por el cual se define la integral definida, la suma de Riemann. Su versién
finita es:

S=S1+8+S5+...+S, =Y Si=> [(&Ax
=1 i=1

donde &; es un valor arbitrario de la variable x, tomado en cada subintervalo i, es decir,
i1 <& < o

En la figura 10.1 se muestra una funcién arbitraria f(z) y una particién finita (n
partes) del intervalo de integracion.
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\

|

x0 x1 x(k-1)  xk  x(k+1) x(n-1)  xn

4 8

Figura 10.1: Particién del intervalo [a, ] en n segmentos.

10.2.1. Meétodo del rectangulo

Es el mas simple de los métodos finitos y también el més intuitivo. Consiste en
dividir el intervalo de integracién [a,b] en n subintervalos utilizando una particién de
n+ 1 puntos. Existen tres formas de aproximar la integral definida sumando el area de
rectangulos, siempre dependiendo de la eleccion de la altura del rectangulo, ya que la
base es siempre h; = x; — x;—1, parat = 1,2,...,n:

» La altura del i-ésimo rectdngulo es f(z;—1), parai=1,2,...,n. En este caso:
b n
[ #@)de =3 (@i = ) faia) + B,
a i=1

Un esquema se observa en la figura 10.2.

» La altura del i-ésimo rectangulo es f(z;), para i =1,2,...,n. Esto lleva a:
b n
/ f(z)dz = Z (zi — zi—1) f(zi) + E(h).
a i=1

Este esquema se muestra en la figura 10.3.

» La altura del i-ésimo rectdngulo se calcula como f(%%m), parai=1,2,...,n.
Entonces:
b S Ti—1 + T
/ flx)dz = Z (zi —zi-1)f <Z2> + E(h).
a

i=1
El esquema correspondiente es la figura 10.4.
El limite comtn de las tres expresiones anteriores se da cuando max{xz; —z;—1} — 0
y es igual al valor de la integral resuelta por métodos algebraicos, es decir el valor
exacto. Si se quiere acotar el error debe tenerse en cuenta que:
d"F dn=tf
dan  dzgn—V’

(10.2)
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=<}

Figura 10.2: Integracién por aproximacion de rectdngulos, altura f(x;_1).

I
DD

Y 2

x0 x1 x(k-1) xk  x(k+1)

©

4

Figura 10.3: Integracién por aproximacién de rectdngulos, altura f(z;).
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\\\ N

Figura 10.4: Integracién por aproximacién de rectangulos, altura f (%)

ya que F(z) es primitiva de f(z). Ademds, como F y f son funciones continuas y
derivables, se las puede expandir por medio de una serie de Taylor:

F(z +h) = F(z) + hF'(z) + 5 F"(z) + B F" (2) + O(h%) 0
10.3
F@+h) = f(@) +hf'(x) + b () + 5 7 (x) + O(hY),

esto permite acotar el error cometido por truncado. Partiendo de la aproximacién cen-
tral, y analizando el area del intervalo [z;;x; + hy):

E(h;) = |14 — IR|
/xiJrhif(:I;)dw—hf (acz-i-(zz-i-hz))‘

= 'F(.%'l—i-h@) —F(ﬂfz) _hzf(l'l"i_%) :

Ahora, aplicando (10.3) y (10.2), queda la siguiente expresién para el error:
h3
E(hi) = 5 f" (i) + O(h3),

con lo que el error cometido por truncamiento es del orden de h3. Si se quiere acotar
el error para todo el proceso de integracién, sélo debe sumarse cada error:

— K
B(h) =Y oh (@) < T 6, €€ lwo,wl.
i=1

La ultima expresién sélo es valida si la particién realizada sobre el intervalo de inte-
gracién es regular.

Ejercicio 33. Acotar el error para los otros dos métodos de integracion finita basada
en rectdngulos.

Ejemplo 61. Utilizando el método del rectangulo (particion central), se desea aproxi-
mar el valor de

3
/ [z cos(z) + 4] dz
0
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i 0,25 | 0,75 | 1,25 | 1,75 | 2,25 | 2,75
F(zi) | 4,2422 | 4,5488 | 4,3042 | 3,6881 | 2,5866 | 1,4582

Tabla 10.1: Particién regular sobre el intervalo [0, 3]. Método del rectangulo.

con una particion reqular de 6 rectingulos. Como n = 6, entonces h = % =0,5. Para
ello deben identificarse los puntos medios de cada subintervalo de la particion generada.
Esos datos se muestran en la tabla 10.1 y el grdfico correspondiente es el que se ve en
la figura 10.5.

5
4
3
2
1
0
0 1 2 3
Figura 10.5: Integracién por aproximacion de rectangulos, para f(x) = x cos(z)+
4 en [0, 3].
Entonces:

3 n
/0 [z cos(z) + 4] do = hz f(x;) + E(h)
i=1

= 10,459 + E(h),
donde E(h) depende de la cota de la derivada sequnda de f(z). Una cota para la funcion

f"(x) = —x cos(x) — 2sin(x) es 4. Por lo tanto:
E(h) = 6-05%) _ 195
- 24 - 9y 9y

lo que se confirma al integrar algebraicamente la funcion deseada.

10.2.2. Método del trapecio

La esencia del método del trapecio se muestra en la figura 10.6. En este caso, el
area bajo la curva se aproxima por medio de trapecios de base h; = x; — x;_1. Es decir

. /b f(z)dz = Zn: (zi — mi1) (f(mi_l); f(xi)) FEW
a i=1

Al igual que en el método de los rectdngulos, se acota el error de truncamiento
por medio de la expansién en series de Taylor. Para analizar el error cometido en el
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Figura 10.6: Integracién por aproximacion de trapecios.

intervalo [z;, z; + hy]:
E(h;) = |14 — I|

zi+hi h
[t de = DU + fla+ b

= ) = o) = G U + S )

Aplicando (10.3) y (10.2), se obtiene una expresién més simple del error:

3

B(he) = 2 f"(a:) + (),

lo que muestra que el error debido al truncamiento es del orden de h3. Para acotar
correctamente el error, debe sumarse sobre cada uno de los intervalos involucrados:

nh3
< 20

E(h) =) 751" (@) < 75 ["(€). €€ [xo,zal.
i=1

Al igual que en el método de los rectangulos, la expresién ultima es vélida sélo si la
particiéon generada es regular.

Ejemplo 62. Utilizando el método del trapecio, se desea aproxrimar el valor de:

/3 [z cos(x) + 4] dx
0

con una particion regular de 6 trapecios. Como n = 6, entonces h = % = 0,5. El
grafico correspondiente es el que se ve en la figura 10.7.
Entonces:

3 n
| weos(e) +4) do = 5 37 @) + Flai+ W]+ B
=1

— 10,383 + E(h),
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0 1 2 3

Figura 10.7: Integracién por aproximacioén de trapecios, para f(x) = x cos(z)+4
en [0, 3].

donde E(h) depende de la cota de la derivada sequnda de f(x). Una cota para la funcion

" (x) = —xcos(x) — 2sin(x) es 4. Por lo tanto:
6-0,5°
E(h) = 4 =0,2
(=050 02,

lo que se confirma al integrar algebraicamente la funcion deseada.

Nota. Contrariamente a lo que se supone al observar los grificos, el método de inte-
gracion por rectdngulos con particion central tiene menos error por truncamiento que
el método de integracion por trapecios.

Ejemplo 63. Se desea resolver nuevamente el ejercicio anterior. Esta vez utilizando
particiones de 2 y 6 trapecios para poder aplicar extrapolacion de Richardson. Ahora:

(h1) = Aor = 9,932+ O(h®);  hy =15
d(hy) = Agr = 10,383 + O(h3);  hy =05

con lo que k = 3 y a = 3. Ademds es posible extrapolar extrapolar estos dos valores y
obtener un refinamiento superior en el sentido del error de truncamiento:

E¥¢(ha) — ¢(h 3
¢(ki‘)— 1¢( U /0 [z cos(z) + 4] dz + O(h3)

3310,383 — 9,932 3
RE | = /0 [-’L’ COS(QZ) + 4] dz + O(h4)

3
10,400 = / [z cos(z) + 4] dz + O(h*)
0

10.2.3. Método de Simpson

El método del trapecio para aproximar integrales definidas se puede considerar
un método de integracién basado en el concepto de interpolacién, ya que para cada
subintervalo se construye un polinomio lineal con el que se aproxima el area bajo la
curva de dicho subintervalo. Si se pretende mejorar la precisién, es decir reducir el error
de truncamiento, es 1til considerar polinomios cuadraticos en vez de lineales.
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Si se desea integrar la funcién f(z) en el intervalo [a, b], se debe generar una particién
[0, 21,...,%,] con n par y cada 3 puntos de la particién se puede crear un polinomio
interpolador cuadréatico. Ahora:

n/2

b T2
/ fla)de =) / Pyi_1(z)dz 4+ E(h). (10.4)
a i=1 Y T2i-2

Para construir los polinomios P;(z) de grado 2 en forma eficiente, es importante
centrarlos en el punto medio de cada subintervalo, simplificando de este modo el desa-
rrollo. Entonces, para identificar el polinomio que pasa por los puntos (zx—_1, f(zx—1)),
(zk, f(zr)) ¥ (xga1, f(zre1)) es necesario hallar los coeficientes ag, by y ¢ tales que:

Pi(z) = ap(z — x1)? + bp(z — x1) + .
Reemplazando los tres puntos a interpolar, se obtiene un sistema de ecuaciones lineales:

ap(zp_1 — 21)* + bp(zp_1 — 1) + = f(@p_1)
ag(z — o)* + b (g — 1) + = flap)
ar(@ps1 — 2)% + be(wpsr — o) + e = f(Th41)

que se resuelve de manera sencilla si se considera que h = = — Tx—1 = Tk41 — Tk-
Entonces:

f(@rg1) = 2f () + f(og-1) b — J @) = fzr1)

ay = 512 ; k= 5T ; cr = f(zp).
Por lo tanto, para calcular el area bajo la curva:
Th41 Tp+1
/ f@)da _/ Pu(z) dz + E(h)
Th—1 Tp—1
Tht1 9 Th+1 Thk+1
—ak/ [ — xp] dx—l—bk/ [z — ] dx—l—ck/ dz + E(h)
Tp—1 Th—1 Tk—1
x — xp)3 | x — xp)? | o
Tk—1 T—1
h3 h3 2 h2
= — 4+ — — 4+ — 2 E
ak[3+3}+bk[2+2]+ckh+ (h)
—2 _1) [2m3
_ S@ki) J;(h”;k) - f(@h-) [3] + Fzk)2h + E(h)

- g [f(xps1) +4f(xk) + f(ar—1)] + E(h).

Aplicando el desarrollo anterior a la férmula (10.4) se obtiene la férmula compuesta
de Simpson:

/abf(x) dz = /I:Q Pi(z)dz + /m Prla)dwt /a:; Pol)de= B

€2

[f(zo) +4f (1) +2f (22) + - - + 2f (n—2) + 4 (xn-1) + f(2n)] + E(h)
n/2—1 n/2

flwo)+2 Y flan) +4Y fwaia) + flza) | + E(h),
=1 =1

Wl wls

donde n es par y n > 2.
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APUNTES DE CALCULO NUMERICO | con aplicaciones sobre Euler Math Toolbox | S. Hernandez

Se puede demostrar que una cota para el error asociado a la aproximacién por medio
de la férmula compuesta de Simpson es:

4
B(h) = "5 50(E), € < fmo, vl

Ejemplo 64. Utilizando el método de Simpson, se desea aprorimar el valor de
3
/ [z cos(z) + 4] dz
0
con una particion reqular de 7 puntos. Como n = 6, entonces se construirdn 3 po-

linomios interpoladores. El grdfico de la funcion, y los polinomios interpoladores que
determinan el drea se muestra como figura 10.8

5
4
3
2
1
0
0 1 2 3
Figura 10.8: Integracién por aproximacién de Simpson, para f(z) = x cos(x) + 4
en [0, 3].
Dichos polinomios son:
Pi(z) = —0,6746x% + 1,2152 + 4,000
Ps(z) = —1,0082° + 1,651 + 3,898
Ps(z) = 0,406922 — 4,173z + 9,885,
por lo que:

3 1 2 3
/ [z cos(z) + 4] dz = / P1d:13+/ Pgdw—i—/ Psdxz + E(h)
0 0 1 2
= 4,3826 + 4,0225 + 2,0295 + E(h)
=10,435+ E(h),
donde E(h) puede calcularse como:

6-0,5%
E(h) = 186 4,5 = 0,009375

Ejercicio 34. Resolver el ejemplo anterior utilizando 4 elementos en la particion.
Mejorar el calculo de la particion de 6 puntos utilizando extrapolacion.
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Comandos de EMT. El comando para integrar numéricamente es:

» integrate(f$:string, a:ntimero, b:nimero, eps, steps, method, fast),
donde f$ es la funcion de x a integrar, expresada como string; a y b forman
el intervalo de integracion; eps es un pardmetro optativo y se utiliza dentro de la
rutina como tolerancia en el caso de aplicar refinamientos ; steps es un pardme-
tro optativo e indica la particion a utilizar, el valor por defecto es 10; method es
un pardametro optativo y permite elegir entre 4 diferentes métodos, la opcion por
defecto es el método adaptativo de Gauss; fast es un pardmetro optativo e indica
st se aplica el método de Gauss con solo una particion.

Ejemplo en EMT 20. Integrar numéricamente la funcion f(x) = cos(z) + sin(x) en
[0; 5].

>integrate("cos(x)+sin(x)",0,5)
-0.242586460126

10.3. Métodos de cuadratura

En este caso, se tratard de generar funciones que interpolen a f(x) en:

/abf(:n)dm

con el fin de integrar el interpolador obtenido en vez de la f(z) original. Sin embargo,
debido al efecto Runge no es muy recomendable generar interpoladores polinémicos de
grado elevado. Con el fin de resolver el problema planteado se utilizan las férmulas de
cuadratura, aproximando la integral mediante una suma ponderada de valores de la
funcién en ciertos puntos del intervalo [a,b] llamados nodos y utilizando coeficientes
llamados pesos. De esta forma es posible, bajo ciertas condiciones, aproximar la integral
deseada mediante:

b
/ f (@) dz = pof(2o) + prf (@) + -+ puf(@n)

Ahora el problema es distinto: es necesario elegir convenientemente los nodos, en el
caso en que sea posible, y los pesos de manera que el error de integraciéon sea lo mas
pequeno posible.

10.3.1. Cuadratura de Newton-Cotes

Estos métodos ya fueron vistos como métodos de paso finito. El andlisis es un
poco mas complejo que el ya desarrollado, pero es importante comprender el concepto
de cuadratura partir de métodos simples y cuyo desarrollo se conoce en forma comple-
ta. Para las féormulas planteadas no se calculara el error, ya conocido a partir de las
expresiones de expansién de Taylor.

Férmula de un punto

Se desea que la formula:

b
/ f(z)dz = pof(xo)
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sea exacta para polinomios de grado 0. Entonces x(y es el punto medio del intervalo
[a,b] y:

b
/ lde =b—a ~ pol,
a
entonces pg = b — a con lo que la férmula de cuadratura de un punto es:

b
/ F(2)dz ~ (b— a)f(zo + h/2). (10.5)

Si se divide un intervalo de integracién en partes mas pequeiias y se aplica la férmula
10.5 se obtiene:

b n—1 Tit
[t@a=3 [ @
@ i=0 Y Ti
~h[f(zo+h/2)+ f(z1+h/2)+ ...+ f (zn-1 + h/2)]

Férmula de dos puntos

Se desea que la férmula:

b
/ ﬂ@dx%mJ@®+pJ@ﬂ

sea exacta para polinomios de grado 0 y de grado 1. Entonces se eligen los dos puntos
ro=a,x1 =by:

b
/ 1dx = ppl +p11
a

b
/ xdx = poa + p1b,
a

con lo que se genera el sistema de ecuaciones lineales:

b—a=po+p
b2 a?
5—5:100@4-]9157

donde, después de algunas operaciones algebraicas, se llega a la solucién:

b—a

bPo=Dp1 = B

Entonces la férmula de cuadratura de dos puntos es:

b —a
[ i@)de~ 250 (@) + 10, (10.6)

Si se divide un intervalo de integracién en partes mas pequeiias y se aplica la férmula
10.6 se obtiene:

/abf(m)dx::g[rji+1f(x)dx
h

~ 5 [f(wo) +2f (1) +2f(z2) + ... + 2f(xn-1) + f(2n)]

Ejercicio 35. Desarrollar la formula de cuadratura de tres puntos, cuya expresion final
es equivalente al método de Simpson.
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Férmulas de orden superior

Las férmulas de 1, 2 y 3 puntos ofrecen la misma solucién al problema de integracién
que los métodos de paso finito. En realidad son interpolaciones de grado 0, 1 y 2 para
una funcién f(x) en un intervalo [a, b]. Son casos particulares de las férmulas de Newton-
Cotes, que permiten aproximar integrales por interpolacion sin la necesidad de generar
el polinomio interpolador que aproxima al integrando.

Sea:
/abf(x)dm/abpn(m)dm,

entonces por medio de la férmula de Lagrange:

b b n
/ Po@dz = [ S lin (@) f () da

donde:

con j = 0,1,...,n. Los pesos w ya han sido calculados' para los casos donde n = 0,
n =1y n = 2. Ahora se calculard wy para n = 3, los demés pesos (independiente del
grado del interpolante) se desarrollan en forma similar.

Para aproximar la integral:
b
[ s
a

se descompondra el intervalo de integracién en 4 puntos equiespaciados. Entonces:

/abf(a;)da; = /ab Ps(x)dz

~ wo f(zo) + w1 f(z1) + waf(w2) + w3 f(w3).

Resolviendo analiticamente:

b o (z—x)(r—x9) (x — x
wo—/ lo(sc)dx—/ (( D 2)( ) dz,

xo — x1) (T0 — 22) (0 — 23)

ahora se introduce el cambio de variables: x = zo 4+ ph, con 0 < p < 3. Por lo tanto
dz = hdp y ademés:

T=x0= wh=0

x=1x3= Mh=3

xi-xj = (i-7)h.

Aplicando los cambios sugeridos:

L= DR (- D] (- 3) ]
o ‘/o (h)(—2h) (—3h) ¥

:—Z/O (n=1) (1 —=2) (p—=3)du

 3h

=3

la través de métodos més simples
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De manera similar a lo ya mostrado, se tiene que:
9h 9h 3h
w1 = g, = — = .

Por lo tanto: X
[ e B 15 0) + 37(0) +3f(02) + fa2)

Con el fin de estimar el error en la cuadratura de Newton-Cotes, se tendra en cuenta
el siguiente teorema.

Teorema 26. (a) Paran par, y asumiendo que f(x) es n+ 2 veces diferenciable en
[a,b], entonces el error cometido por la cuadratura de Newton-Cotes es:

b b
[t~ [ Putwyds| = o o),
con & € [a,b] y:
1 n
Cn:(n‘i‘Q)!/O pp=1)(p=2)...(n—n)du

(b) Paran impar, y asumiendo que f(x) es n+1 veces diferenciable en [a,b], entonces
el error cometido por la cuadratura de Newton-Cotes es:

/abf(as)dx— /aan(x)dx

e [ = D =) = )

Nota. La cota de error planteada por el teorema 26 para el método de Simpson (o
Newton-Cotes de tres puntos) difiere con el mostrado anteriormente. Esto es asi porque
el teorema 26 brinda una cota para el error global, mientras que la expresion ya
desarrollada muestra una cota para el error de la formula compuesta de Simpson.

— Cnhn+2f(n+1) (é—)’

con & € [a,b] y:

Cp =

Ejemplo 65. Utilizando la cuadratura de Newton-Cotes y 4 puntos equiespaciados, se
desea aprorimar el valor de:

3
/ [z cos(x) + 4] dx.
0
Entonces n =3, x; =i y el polinomio que interpola los datos es:
Py = 0,19132% — 1,53022 + 1,879 + 4,000,

con lo que se obtiene:

3 3
/ [ cos(z) + 4] dx ~ / P3(z)dx
0 0
~ 10,557.

Sin embargo, es posible aproximar la integral sin calcular la expresion del polinomio
interpolador, solo a partir de la cuadratura de 4 puntos:

3 3h
| wooste) 4 do = 5 £Gau) +35ar) + 3 a2) + o)
~ 2 [F0) +3£(1) +37(2) + 3]
~ g [4 + 3(4,5403) + 3(3,1677) + 1,0300]
~ 10,557
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Ejercicio 36. FEstimar el error cometido en la aprorimacion del ejemplo 65.
Sélo con fines didacticos, se mostraran las formulas de aproximacién paran = 4, 5, 6:

b
n=4= [ f(r)dzx= % [7f(a)+32f(a+h)+12f <(12+b) +32f(b—h)+7f(b)}

a
b

n=>5= f(:c)d:c%%[19f(a)+75f(a+h)+50f(a+2h)+
+50f (b —2h) +75f (b—h) + 19f (b)]
b h a+b
n=6= | f(z)de= 110 41f (a) +216f (a + h) +27f (a + 2h) + 272f —5 +
+27f (b —2h) +216f (b — h) + 41f (b)]
Ejercicio 37. Acotar los errores que se cometen al aplicar las formulas de cuadratura
para n =4,5,6.

La cuadratura de Newton-Cotes, al estar basada en polinomios interpoladores, es
sensible al efecto Runge.

Ejemplo 66. Se quiere aprorimar el valor de:

S|
z:/ S
_41+l’2

cuyo valor eracto es 2arctan~1(4) ~ 2,6516. Para ello se utilizard la férmula de cua-
dratura de Newton-Cotes, integrando con una cantidad impar de nodos. Los resultados
se resumen en la tabla 10.2, que muestra un comportamiento oscilatorio de mayor
amplitud a medida que aumenta la cantidad de nodos de integracion.

n I

2 | 5,4902
4 | 2,2776
6 | 3,3288
8 | 1,9411
10 | 3,5956

Tabla 10.2: Resolucién de integral por medio de la férmula de Newton-Cotes.

10.3.2. Cuadratura de Gauss

La cuadratura de Newton-Cotes ofrece una solucion simple al problema de obtener
una aproximacion de integrales definidas. Pero es recomendable subdividir el intervalo
de integracién con el fin de evitar el efecto Runge, ya que su aproximacién se basa en
polinomios interpoladores. La cuadratura gaussiana ofrece formulas de buena calidad
con un esquema simple y de bajo costo computacional.

Teorema 27 (Cuadratura Gaussiana). Sea q¢ un polinomio no trivial de grado n + 1
de forma tal que:

b
/ a*q(x)dr =0,

con 0 < k <n. Sean xgy,x1,...,T, las raices de q. Entonces la formula:

b n
/ fl@)de =Y Aif(z),
@ i=0
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donde:
b
&:/umm

con los x; antes mencionados como nodos, es exacta para todos los polinomios de grado
mazimo 2n + 1. Mds ain, los nodos se ubican dentro del intervalo abierto (a,b).

Demostracion. Sea f un polinomio de grado menor 6 igual que 2n+ 1. Dividiendo f por
q, se obtiene un cociente p y un resto r, ambos de grado menor 6 igual a n. Entonces:

f=pg+r.
Por hipdétesis, f: q(z)p(z)dz = 0. Es mds, como cada x; es una raiz de ¢, se tiene que:
f(xi) = p(zi)g(z:) + r(z) = r(z;).

Finalmente, como r tiene grado menor 6 igual a n, entonces el teorema asegura que se
. b
calculard [’r(x)dz en forma exacta y:

/ab f(z)dz = /abp(ﬂs)q(a:)dx + /abr(x)dg:
b

= /a r(xz)de

=0
=Y Aif(x)
=0

O

Lo que plantea el teorema anterior es que, con nodos arbitrarios (generalmen-
te equiespaciados), la integracién de cuadratura utilizando el polinomio de Lagrange
sera exacta para polinomios de grado menor 6 igual a n, pero con los nodos gaussianos,
la cuadratura serd exacta para polinomios de grado menor 6 igual a 2n + 1.

Las cuadraturas que surgen a partir del teorema 27 son llamadas Cuadraturas
Gaussianas 6 Formulas de Cuadratura de Gauss-Legendre. Existen férmulas
diferentes para cada intervalo [a,b] y cada valor de n. También es posible generar
férmulas gaussianas para dar valores aproximados de integrales especiales como:

/OOO f(z)e *da; /_11 F(2)V/1 — 22dz; /_Z ) ds

por citar algunos ejemplos comunes.
La derivacién de cuadraturas no es muy dificil de resolver si se requiere una apro-

ximacioén de: )
|t
-1

utilizando una cantidad definida de pesos en la formula. Para ello es necesario escribir
el polinomio ¢(x) y obtener sus raices. Luego las raices son los puntos en los que se
evaluard la funcion y resta calcular los pesos resolviendo un sistema de ecuaciones
lineales.

177



10. Integracion Numérica

Férmula de dos puntos

En este caso, deben calcularse dos pesos y dos puntos para generar la féormula de
cuadratura. Para ello se utiliza un polinomio de grado dos:

q(x) =ap+ a1z + asz?,

que debe cumplir las condiciones:

/11 q(z)dz = /11 zq(z)dz = 0.

Como: )
12a9 + 4a
/ ao—i—aw—i—azxzdx: % =0
-1
1
2
/ z (ap + a1z + apx?) dz = % =0,
-1
entonces, una de las soluciones posibles es ag = 1; a1 = 0 y as = —3. Por lo tanto:
q(z) =1 — 322
) 1 :
y sus raices son — 3 y 3" Esos valores son los nodos gaussianos de la cuadratura

buscada. Sélo resta calcular los pesos A; de forma tal que la aproximacién:

/ 11 f(z)dz ~ Aof (\/g) A ( ?1)) |

sea exacta para f(z) de la forma az + b. Para obtener los pesos Ag y A; se utiliza
el método de coeficientes indeterminados?. Ya que la integracién es un proceso lineal,
entonces puede separarse la integral en dos integrales:

1
/ dl’:2:A0—|—A1
—1

/1xdx—0——\/TA —i-\/TA
» =0= 340 340

de donde surge el sistema de ecuaciones lineales equivalente al generado por definicién:
Ay + A1 =2
—Ay+ A1 =0.

La solucién del sistema anterior es Ag = A1 = 1, de lo que sigue que la férmula de

cuadratura es:
/_11 fl)dz ~ f (\/i) +f (\/E) ; (10.7)

y permite integrar en forma exacta todos los polinomios de grado menor 6 igual a 3.

Ejemplo 67. Es posible calcular la integral de f(x) = 1+ 2x + 322 + 423, entre —1
y 1 a través de la cuadratura gaussiana de dos puntos. Para ello se aplica la formula

(10.7):
/1 1+ 22+ 32° 4+ 4a3de ~ f (—\/T> +f (\/T>
. 3 3

~
~

w010
V33 /33
~ 4.

2utilizado en los ejercicios de derivacién numérica
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En este caso se obtuvo el valor correcto, recordando que la formula de cuadratura gaus-
stana de dos puntos es exacta para polinomios de grado menor ¢ igual a 3.

Férmula de tres puntos
Para este caso, son necesarios tres pesos en la férmula. Como el grado de ¢ es 3,
entonces debe tener la formas:

q(z) = ap + a1z + agx? + aza®.

Las condiciones que debe satisfacer son:
1 1 1
/ q(z)dx :/ zq(z)dx :/ z2q(z)dz = 0.
~1 ~1 ~1
Si se eligen ag = as = 0, entonces ¢(z) = air + azx® y:
1 1
/ q(x)dz = / 22q(z)dx = 0,
—1 —1

puesto que la integral de una funcién impar sobre un intervalo simétrico equivale a 0.
Para determinar a; y as debe cumplirse la condicién:

1
0= / z (a1 + agxg) dz
1

3azx® + Saix® !
15
2 (3&3 + 5&1)
15 ’
con lo que, una de las soluciones posibles es a; = —3 y a3 = 5. Entonces:

q(z) = 52° — 3,

y sus raices son —/3/5; 0 y /3/5. Esos valores son los nodos gaussianos para la
cuadratura buscada. Deben entonces seleccionarse Ag, A; y As en la férmula:

1
/_1 f(z)dz = Ao f <\/§> +A1f(0)+142f( §>7

de forma tal que la aproximacion sea exacta para f(z) de la forma ax? + bz + c¢. Como
la integracién es un proceso lineal, entonces es posible calcular por separado los valores
de integracién de 1, z y z2:

1
/ dr=2=Ap+ A1 + Ay
1

1
3 3
dr=0=—1/2A 24
/_lxx 50ty 5
1
3 3
2
dr =2 =2Ag+2A
/_19” . 50T 52

Resolviendo el sistema anterior, se obtienen los pesos: Ag = A = g y A = %. Por
lo tanto, la formula de cuadratura es:

1
/_1 F(z)da ~ gf <_\/§> + gf(O) + gf (ﬁ) , (10.8)

y permite integrar en forma exacta todos los polinomios de grado menor 6 igual a 5.
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Ejemplo 68. Es posible calcular la integral de f(x) = 1+ 2z + 322 + 423 + 5% + 627,

entre —1 y 1 a través de la cuadratura gaussiana de tres puntos. Para ello se aplica la
formula (10.8):

! ) 3 A 5 5 3y 8 5 3
/ 14+2r+ 32 +42° + 52" +62°de~ —f | —/= | + =f(0)+ = f -
1 9 ) 9 9 5

~ 6.

En este caso se obtuvo el valor correcto, recordando que la formula de cuadratura gaus-
stana de tres puntos es exacta para polinomios de grado menor 6 igual a 5.

Férmulas de orden superior

Si bien la deduccion de las férmulas de dos y tres puntos resulté simple, es posible
sistematizar la generacion de formulas de orden superior a través de los polinomios
de Legendre. Las raices de los polinomios de Legendre seran utilizadas como nodos de
la cuadratura gaussiana para el intervalo [—1; 1]. La principal ventaja de los polinomios
de Legendre es que son ortogonales, ademdas de que se pueden obtener por medio de
una expresién recursiva:

qo(z) =1
q(z) =2z
3 1
@2(z) = 5952 ) (10.9)

o) - (=) ot @) - (5 ) o2 @)

Ejemplo 69. Para obtener el polinomio q(z), necesario para la formula de cuadratura
de cuatro puntos, no hace falta establecer condiciones sobre el polinomio sino que es
posible generarlo a través del esquema recursivo (10.9), economizando gran parte del
trabajo:

5 2
q3(x) = gqu(x) -3 (z)
5 (3, 1\ 2
=—z|-2z"—<- ) — =z
3 2 2 3
54 3
= 5.’1: — iﬂf,
7 3
qu(x) = 117(]3(90) - ZQ2(33)

Siendo q4(x) una expresion bicuadrdtica cuyas raices (nodos de la cuadratura gaussiana)

son:.
r o= _\/7%5\@ ~ —0,861136311594; 1y = \/@ ~ 0,861136311594

ry = /1200 ~ _0,330981043585; 74 — /1552750 ~ 0,330981043585

Ejercicio 38. Determinar los coeficientes A; para las formulas de cuadratura de cuatro
puntos.
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Extension del intervalo de integracion

Hasta ahora se generaron las férmulas de la cuadratura gaussiana para el intervalo
[—1;1]. Por medio de la transformacién lineal:

b— b+ b—
z(t) = 2at+ 2a; dz = 2a

/ab f(x)dz

1 b—a b+a\b—a
/_1f(2t+2>2dt.

Entonces la férmula de cuadratura es:
/abf(x)dx:/llf<b;at+b—ga) b;adt

_ b;a/_11f<b;at+b;a)dt

N b;aZiéAif <b—2ati+b42—a>

Ejemplo 70. Utilizando la cuadratura gaussiana de 3 puntos, se desea aproximar el
valor de:

dt,

puede rescribirse la integral:

CcOomao:

3
/ [x cos(z) + 4] dz
0

Entonces a =0 y b= 3, con lo que:

3.3
t)=2t4=

to ~ —0,77459666; t; ~0;  to ~ 0,77459666.

De lo anterior se sigue que:

/3[$COS($)+4}dx:/1 f(3_0t+3+0> 3_Odt
0

. 2 2 2

3[5 8 5
~ 5 [ /(0,33810501) + Zf(1,5) + 5 £(2,6618949)
~ 10,439

Ejercicio 39. Integrar la funcion de Runge, en el intervalo [—4;4], con las formulas
de tres y cuatro puntos de la cuadratura gaussiana.

10.3.3. Cuadratura de Chebyshev

Para construir la cuadratura de Gauss-Laguerre fue necesario, para una cantidad
de nodos dados, identificar los nodos x; y sus pesos asociados, planteando el trabajo
de construccion de las formulas en dos grandes partes. En la cuadratura de Chebyshev
se considera que el valor de todos los pesos, para una cantidad determinada de nodos,
es constante. Sin embargo, la ubicacién de los nodos queda sujeta a la resolucién de
un sistema de ecuaciones no lineales, con lo que a medida que aumenta la cantidad
de nodos se torna muy complicado (y a partir de cierto grado, imposible) resolver el
sistema no lineal asociado.
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Férmula de dos puntos

Se desea que la férmula:

1 n—1
| raex Y g,
- 1=0

sea exacta para polinomios de grado menor 6 igual a 2 y que los A; sean todos iguales.
Entonces, recordando que la integracién es una operacion lineal, obtenemos el sistema

asociado:
1 n—1
/ de=2=>Y A
-1 i=0

1 n—1
/ pdr=0= > Az (10.10)
=0

-1

1 9 n—1
/ 2dr = 3= ZA@U?
-1 i=0

Observando el sistema, se nota que la primera sumatoria del conjunto de ecuacio-
nes (10.10) puede resolverse en forma independiente, ya que todos los pesos de esta
cuadratura para n = 2 toman el mismo valor:

n—1
2= A=nA
=0
por lo que:
2
— = A. 10.11
: (10.11)
Utilizando (10.11) en el sistema (10.10) y sabiendo que n = 2, disminuye la com-

plejidad del sistema:

2n71
OZE E Ty = xo + T1,
1=0

2 9 n—1
i=0
Resolviendo numéricamente se obtiene:
xo ~ —0,57735026; x1 =~ 0,57735026.

Entonces la férmula de cuadratura de dos puntos es:
1
/ f(x)dz =~ f(—0,57735026) + £(0,57735026),
-1
y esta formula coincide con la cuadratura de dos puntos de Gauss-Laguerre.

Foérmula de tres puntos

Se desea que la férmula:

1 n—1
| e~y (e,

1=0
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sea exacta para polinomios de grado menor 6 igual a 3 y que los A; sean todos iguales.
Sabiendo que la integracion es un proceso lineal, es posible separar la integral propuesta
en cuatro integrales distintas, cada una de ellas con un polinomio minimo trivial:

1 n—1
-1 i=0
1 n—1

/ zde =0= ZAM@'
i=0

-1

1 9 n—1
29, _ % _ 2
/ xdx—3—lz;Ain

(10.12)

-1

1 n—1
/ 3de =0 = Z Agx?
- i=0

1

En este caso, al igual que en el desarrollo de la formula de dos puntos, la primera
ecuacién del conjunto (10.12) puede resolverse en forma independiente al sistema y se
cumple la igualdad (10.11).

Entonces, debe resolverse el sistema no lineal:

P P
02*2$i=§(1‘0+$1+$2),
i
9 9l 2
i=0

2n—1
0==> )=
i=0

[GCRN )

(x% + 23 —i—:r%) ,

cuya solucion es:
xp ~ —0,70710678; x1 =0; 22~ 0,70710678.

Entonces la férmula de cuadratura es:
1
2
/ Fla)da = 5 [f(~0,70710678) + £(0) + (0,70710678)].
—1

Ejemplo 71. Es posible calcular la integral de f(x) = 1+ 2z + 322 + 423, entre —1 y
1 a través de la cuadratura de Chebyshev de tres puntos. Para ello se aplica la formula
10.3.3:

1
2
/ (1420 + 30 + 42 do ~ - [f(~0,70710678) + £(0) + F(0,70710679)
-1

~ 3,9999999.

El valor exacto de la integral es 4. En este caso, si bien la formula es exacta para
polinomios de grado 3 e inferior, en lugar del valor exacto se obtiene una aprorimacion
muy buena debido a la aritmética utilizada.

Férmulas de orden superior

Contrario al método de cuadratura de Gauss, no es posible construir un esquema
recursivo para generar polinomios cuyas raices sean los nodos a utilizar en la suma
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finita de la aproximacion a la integral. Pero si es posible crear un esquema general para
plantear en forma simple el sistema no lineal cuya solucién son los nodos de integracién:

n[1+(-1)"] nz:l k

_— = = xg, (10.13)
2(k+1) —

donde n es la cantidad de nodos a utilizar y k se corresponde con el nimero de ecuacién

a resolver.

Ejemplo 72. Con el fin de construir la formula de Chebyshev de cuatro puntos, es
necesario plantear y resolver el sistema no lineal asociado. Utilizando la relacion (10.13)
queda el sistema:

O0=z9+ 21 +2x2 + 23
= 2§ + 2] + 23 + 23

= z§ + 25 + 25 + o}

G o Wik

= x¢ + o7 + 25 + 73,
cuya solucion numérica es:
xo ~= —0,79465447;  x1 ~ —0,18759247;  x9 =~ 0,18759247; x5 ~ 0,79465447,

por lo que la formula de cuadratura es:
1
1
/ flx)dz =~ 3 [f(—0,79465447) + f(—0,18759247) + f(0,18759247) + f(0,79465447)]
-1

Nota. La gran desventaja de la cuadratura de Chebyshev es que el sistema no lineal
asociado al cdlculo de coeficientes, no posee soluciones reales para n =8 y n > 10.

Extension del intervalo de integracion

La relacién necesaria para extender esta cuadratura desde el intervalo [—1;1] a un
intervalo [a;b] es muy similar al que se planteé para la cuadratura de Gauss, en la
péagina 188, por lo que no es necesario realizar nuevamente el analisis.

Ejemplo 73. Utilizando la cuadratura de Chebyshev de 8 puntos, se desea aproximar
el valor de:

3
/ [z cos(x) + 4] dz
0
FEntonces a =0 y b =3, con lo que:
3 3
t)=—-t+ =
z(t) = 5t + 3
to =~ —0,70710678; t1 ~0; t2 =~ 0,70710678.
De lo anterior se sigue que:

3 1 _ _
/ [wcos(:z:)+4]dx—/ f(3 Ot+3+0)3 Odt
0 -1 2 2 2

32
~ 5 5 [/(0,43933983) + (1.5) + f(2,5606601)
~ 10,363
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10.4. Ejercicios

1. Construir los siguientes algoritmos en PC:

a) Integracién por rectangulos. Entrada: una tabla de valores con los pun-
tos de la funcién a integrar; extremos de integracién finita; cantidad de
subdivisiones del intervalo de integracion. Salida: resultado de la integracion
numérica. Opcional: grifico del drea calculada.

b) Integracién por trapecios. Idénticas condiciones que la integracién por
rectagulos.

¢) Integracién por Simpson. Idénticas condiciones que la integracién por
rectangulos.

2. Aproximar las siguientes integrales utilizando expansion por series de Taylor.
Comparar los resultados de la aproximacién por 2, 3 y 4 términos con el resultado
de la rutina de integraciéon de Euler Math Toolbox:

) f24 2 cos(x)dx
b) [z + ldz

r+1
f23:v2+5

T

3. Calcular utilizando la aproximacién por rectangulos, en todos los casos usar una
particiéon minima de 3 rectangulos:

a) f23 1+ cos?(z)dx
b) [y sin(z)dz
10 cos(x)

c) J, NG

4. Rehacer el ejercicio 3 pero esta vez utilizar el método del trapecio, con la misma
cantidad de particiones que las usadas con el método del rectdngulo. Comparar
el resultado de ambos métodos.

dx

5. Resolver utilizando el método de Simpson:

) fosxsin(x)da:
1 1+4+¢€*
fO 1+ 2656

) fo r?e®dx

6. Acotar el error cometido en las integraciones de los incisos anteriores, de acuerdo
a las férmulas de error planteado.

7. Calcular las integrales a través de las cuadraturas de dos puntos:

a) fBQ (x —2)(z + 1)dz

b) [24(9+ 2x) dz
4

gt

8. Repetir el ejercicio anterior, pero ahora utilizar férmulas de cuadratura de tres
puntos.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

[EMT] El método de Romberg propone integrar a través del método del
trapecio una cantidad finita de veces y luego aplicar extrapolaciéon de Richardson.
Con h =0,6, h =0,3y h =0,1 aplicadas al método de Romberg, aproximar los
valores de:

a) 01’2 VvV + 7dx
b) f33’6 e” cos(x)dx
Estimar el orden del error de truncamiento cometido.

Construir una férmula de cuadratura de la forma:

[ s =ar (~5) + 5100 +25 ().

que sea exacta para polinomios de grado menor ¢ igual a 2.

Derivar una formula de la forma:

b
/ F@)da ~ wof(a) + wi f(b) + waf'(a) + ws ' (b),

exacta para polinomios del grado més alto posible.
La regla de integracion:

3h 35

; fla)de ~ = [f(0) + 3f(h) +3f(2h) + F(3h)]

es exacta para polinomios de grado menor 6 igual a n. Determinar el valor méximo
de n para el cual la afirmacién anterior es cierta.

Considerar la integral:
1
1
[l
—1 1-— .%'2
Debido a que contiene singularidades en los extremos de integracion, no es posible

utilizar féormulas cerradas de integracién®. Aplicar las féormulas de cuadratura de
Chebyshev de dos y tres puntos y comparar con el valor exacto de la integral: 7.

L, Qué es mejor? jIntegrar una funcién dada en forma de tabla tabla utilizando
la formula de trapecios, la férmula de rectangulos no centrales, 6 la férmula de
rectangulos centrales? Comprobar la deduccién con los datos de la tabla 10.3, que
contiene puntos de la funcién f(z) = zsin(z — 1) — cos(z) y:

5
/2 f(z)dx = —sin(5) + sin(4) — 5cos(4) + sin(2) — sin(1) + 2 cos(1)

~ 4,6187709.

f(zi) || 2,09908 | 3,29488 | 3,71788 | 3,0311 | 1,21812 | -1,36772 | -4,06767

Tabla 10.3

3son las férmulas que utilizan a los extremos de integracién como nodos
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15. Dada la tabla 10.4, determinar la distancia recorrida a partir de los datos:

16.

17.

18.

19.

a) Utilizar la regla de los trapecios.

b) Ajustar los datos a través de un polinomio cibico completo, integrar la
expresioén cubica para determinar la distancia.

1121325145 6 |7]8|85]9]10
vI5|6] 55| 7 8586 7 [T|5H

Tabla 10.4

Los métodos adaptativos de cuadratura utilizan un conjunto de nodos propio a
cada problema de integraciéon a resolver. Dado el gréfico de:

f(z) = % + 4 cos(4x)

en el intervalo (0;2):

a) Sugerir una particién de 10 puntos para calcular la integral pedida con el
minimo error posible.

b) Calcular la integral con la particién del inciso anterior y el método del tra-
pecio.

¢) Comprobar la precisién obtenida resolviendo la integral con EMT.

Utilizando la expresién del error asintético? de la regla de los trapecios, estimar
la cantidad de nodos a utilizar para evaluar las integrales pedidas con el error
solicitado:

a) f13 In(z)dz; E(h) <1073

g€’ —e 7T

b) [ de; E(h) <1077
¢) f02 e du; E(h) <1078

El error de truncamiento E¢(h), para los métodos de Simpsons y de los trapecios
con una f determinada, tiene propiedades que simplifican su estimacién:

a) Mostrar que E¢iq4(h) = E¢(h) + E4(h), para todas las funciones continuas
f(@) y g(x).

b) Mostrar que E.¢(h) = cE¢(h), para todas las funciones continuas f(z) y
ceR.

[EMT) Para los métodos de paso finito, es posible estimar la tasa de convergencia
p a partir de tres evaluaciones de la misma integral:

I2n - In ~ 2p’
I4n - IZn

donde n es la cantidad de nodos involucrados en la integracion. Utilizando:

4 .2
/:16—1—3(1367
0 rz+1

calcular las tasas de convergencia de:

4también llamado error de truncamiento
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a) Método de Simpson.

b) Método del rectangulo central.
20. [EMT] Dada la integral:
1
I= / sin (v/z) dz
0

a) Estimar su valor numérico utilizando el método de Simpson utilizando
n=2,4,8,...,128. Calcular su tasa de convergencia.

b) Repetir el inciso anterior, pero utilizar el cambio de variables x = ¢2, que
lleva a la integral:

1
I= 2/ tsin(t)dt
0

21. A partir de la resta de las expansiones de Taylor f(x + h) y f(x — h), es posible
crear una férmula de aproximacion de integrales definidas basada en derivadas.

a) Construir una férmula que dependa de la derivada, hasta el orden cinco, de
la funcién a integrar.
b) Acotar su error, si es posible.

¢) Probar el desempeno de la férmula creada aproximando el valor de:

2
/ e’ +4cos(z)dx
1

22. Crear una cuadratura de dos puntos:

1
/0 f(@)dz ~ af(0) + B(L),

tal que devuelva valores exactos para f(z) = 1y f(z) = 2%. ;Qué pasa cuando

flx) =7

23. ;Qué es mejor? jAplicar en el intervalo [a,b] una cuadratura de tres puntos o
aplicar cuadratura de dos puntos en [a,c| y luego en [c¢,b] siendo ¢ un punto
interior al intervalo? Justificar la respuesta.

24. En el ejercicio 2 se propone reemplazar la funcién a integrar por una serie de
Taylor e integrarla analiticamente. En cambio, en el ejercicio 21 se propone utilizar
dos expansiones y evaluarlas utilizando los extremos de integracion. ;Es el mismo
método? Aplicar ambos para aproximar:

/05 cos(z)dx

25. Utilizando integraciéon numérica, verificar 6 refutar el valor de las siguientes inte-
grales:

a) fol \/x73d:x:%
1 1 1
O b T2 % = 2

c) fol 25e~2%dgy = 1

y comparar resultados.
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Resolucion Numeérica
de EDO

Una ecuacién diferencial es una ecuacion que involucra una 6 maéas derivadas de
una funcién desconocida. Si todas las derivadas son tomadas con respecto a una sola
variable independiente, se la denomina ecuacién diferencial ordinaria, con lo que
una ecuacién diferencial parcial (6 en derivadas parciales) es denominada asi cuando
existen derivadas con respecto a mas de una variable.

Una ecuacién diferencial (ordinaria 6 parcial) tiene orden p si p es la méxima
cantidad de derivadas, con respecto a cualquier variable involucrada.

La forma general de una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es:

y' = f(=z,y), (11.1)

donde 3y = g—g y f(z,y) es una funcién dada. La solucién de esta ecuacién contiene
una constante arbitraria (constante de integracién). Para identificar el valor de esta
constante, se debe conocer un punto por el cual pase la curva solucién, es decir debe
conocerse y(a) = a.

Una ecuacién diferencial de orden n:

y™ = f,y, 'y Y, (11.2)
se puede transformar en n ecuaciones diferenciales de primer orden. Utilizando la no-
tacion:

=y, =y, =y, ... Y=y, (11.3)

las ecuaciones equivalentes de primer orden son:
vi=v2 Ya=Y3  Ys=Us - U= F(@Y02, - Yn)- (11.4)

Para resolverlas es necesario conocer n condiciones auxiliares. Si esas condiciones son
especificadas en el mismo valor de x, si dice que es un problema de valor inicial.
Entonces las condiciones auxiliares, llamadas condiciones iniciales, tienen la forma:

y1(a) = aq, ya2(a) = ag, ys(a) = as, yn(a) = an.  (11.5)

Si los valores de y; son especificados en diferentes valores de x, el problema es denomi-
nado problema de valor de contorno.

Ejemplo 74. La ecuacion diferencial:

y'—y, y0)=1, (0)=0
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es un problema de valor inicial ya que las dos condiciones impuestas sobre la solucion
estdn dadas sobre el mismo punto, x = 0. Sin embargo:

y'=-y, y0)=1, y(m) =0

es un problema de valor de contorno ya que las dos condiciones estds especificadas en
diferentes valores de x.

11.1. Métodos Basicos

11.1.1. Campos direccionales e isoclinas

Dada la ecuacién diferencial ordinaria de primer orden del tipo (11.1), donde f es
una funcién real y continua, f : D — R, D C R?, puede ser considerada como una
férmula para calcular la pendiente ¢’ en cada punto (z,y) pertenecientes a la regién D.
El segmento de linea que pasa por (z,y) con pendiente f(z,y), indica la direccién de la
tangente al grafico de la solucién en el punto antes mencionado. El conjunto de todos
los segmentos tangentes es denominado campo direccional de la ecuacién diferencial
ordinaria.

Para ciertas curvas de D, el campo direccional de una ecuacién diferencial ordinaria
tiene pendiente constante. Dichas curvas son denominadas iséclinas y se identifican
haciendo que la pendiente sea constante y arbitraria:

flz,y) =c,
donde c sera la pendiente asociada a dicha iséclina.
Ejemplo 75. Sea la ecuacion diferencial:
zy’ =2y,

que puede ser reescrita como:

donde c representa la pendiente constante que se puede identificar en cada punto (z,y) €
D. Entonces, despejando queda:

c
xr,c) = —x.
y(z,c) =5
Si se toma ¢ = 1, la recta y = § contiene, a lo largo de su curva, segmentos de
inclinacion (pendiente) igual a 1. Al elegir ¢ = —0,3 la recta y = —0,15x contiene

segmentos de pendiente igual a —0,3. En la figura 11.1 se muestran el campo direccional
y algunas de las isdclinas (soluciones particulares de la ecuacion diferencial) asociadas
a él.

Al resolver en forma exacta, la solucion es y(x) = ax?, lo que coincide con el trazado
de isoclinas: una familia de pardbolas cuyo eje central coincide con x = 0.

Ejemplo 76. La ecuacion diferencial 4y’ +vy = 0 debe ser resuelta grdficamente. Para
ello se construye el campo direccional y algunas isoclinas asociadas a €l. Entonces

y(x,c) = —4c.

Graficando estas lineas paralelas al eje x cuyos segmentos de pendiente son variables,
es que se obtiene el grdfico mostrado en la figura 11.2.

Ejercicio 40. Resolver, en forma grdfica, las ecuaciones diferenciales:
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Figura 11.2: Campo direccional de 4y’ + y = 0 y algunas iséclinas.
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sy =22 4 y?
. y/ — 1’2
Estimar alguna solucion particular en el plano z,y € [—3, 3].

Comandos de EMT. El comando para representar grdficamente las isdclinas de una
ecuacion diferencial es:

» vectorfield(f$:string, xl:nimero, x2:nimero, yl:nimero, y2:nimero,
nx:nimero, ny:nimero), donde f$ es la funcidn de x e y que representa v,
expresada como string; x1, x2 es el dominio para el eje x; y1, y2 es el dominio
para el eje y; nx, ny son pardmetros optativos y permiten seleccionar la particion
a utilizar en la grdfica, valor por defecto: 20.

Ejemplo en EMT 21. Graficar las isoclinas de la ecuacion diferencial
y'sin(y) = cos(z) + 1, en [—7,7] x [—4,4].

>vectorfield(" (cos(x)+1)/(sin(y))",-7,7,-4,4);

La salida se muestra en la figura 11.35.

4 55— T S\
AN R . T T Y VO VO VR VR VO "R J VI VR VR W ¥
0 O O O O T T o O I S Pt o T O e e
T T 1 7 A4 = >~ 72 T T7|T T 7 === 2»7TTT
r r v 72 A4 = =227 T\ 7T A= —-> 2> 22 7T 7T
2 / / / 7 - = 7 7 / / /S ==~ S / /
VA A AV S D S A I A A I I A A A o
VA A A o B I D A A I A A I I A A A o
r r r o A =2 7T T|\T T 2 =>—= 27 7TT7T
0 T T 1T ©T 2 ==~ T T TIT T T ~»= ¢ T T T'T
L LV VYV ¥y —- 5 LML LV A S = MLV L LV L
|V VS VD . e VI WS VO I VR VR VI R N VR VR VR W
T T e e e T VR W W I VR W . . T "R VI VO VR W
Y M VY 3= = N VM MY YN SNSY = = N M)V )
2 NN U R VR VN A VIR VR VO SO VR VI VR \
VW VWY = = % V VMV VAV NN > = ™ VvV M VDL
L LV V¥ = > %V ) LIV VM VS —= % )V )L VA
Tttt 1T-~~7T17TTT|ITTTT~T TTTT
A T r v rv £ = >~ 72 T T|T T 72 =~ =~ 7T7TT
- F—Fr—Fr—7——————P PP PP 7
-4 0 4

Figura 11.3: Campo direccional de y'sin(y) = cos(z) + 1.

11.1.2. Métodos de Euler y Crank-Nicolson

Si se considera la ecuacién diferencial (11.1), se observa que el valor de la derivada
es fundamental para resolver el problema propuesto, lo que implica conocer los valores
de y(z) para evaluar correctamente f. Es necesario crear un esquema iterativo con el
fin de aproximar la derivada y la funcién f(z,y) a través de pequenos incrementos. Si
esto es posible, existiran y se calcularan cotas para el error de truncamiento asociado.

Método de Euler Explicito

Surge al aproximar la derivada de la ecuacién (11.1) a través del esquema de derivada
hacia adelante. Es decir que:

yq,q, = f(Tn,Yn)

P 4 O(h) % f(@n,yn)-
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Luego de algunas operaciones algebraicas se obtiene la expresién conocida como méto-
do de Euler explicito:

Yn+l = Yn + hf(l‘na yn) + O(h)v

tal que su error local de truncamiento es O(h?), pero su error global de truncamiento
es O(h). La disminucién en el orden del error de truncamiento se debe a que cada paso
se inicia con el error que se propaga del paso anterior.

Ejemplo 77. Se desea resolver el problema de valor inicial y =y —x, y(0) = —2, con
el fin de obtener el valor de y(1). Para ello se aplicard el método de Euler explicito y
se generard un esquema iterativo:

Yn+1 = Yn + hf(xnv yn)
R Yn + h(yn - l‘n),
cuya evolucion, para h = 0,1, se muestra en la tabla 11.1. En la figura 11.4 se muestra

la aprozimacion discreta (circulos de color negro y linea continua de color rojo) y la
solucion ezxacta (linea punteada de color azul).

i x yi Yi

0 | 0,0 | -2,00000 | -2,00000
1 10,1 |-2,20000 | -2,21551
2 10,2 |-2,43000 | -2,46420
3 10,3 |-2,69300 | -2,74957
4 10,4 |-2,99230 | -3,07547
5105 |-3,33153 | -3,44616
6 | 0,6 |-3,71468 | -3,86635
7 10,7 | -4,14614 | -4,34125
8 | 0,8 |-4,63075 | -4,87662
9 | 0,9 | -517382 | -5,47880
10 | 1,0 | -5,78120 | -6,15484

Tabla 11.1: Resolucién del ejemplo 77 a través del método de Euler explicito.

Método de Euler Implicito

Si en el esquema iterativo anterior, generado con el fin de resolver numéricamente
la ecuacién (11.1) se utiliz6 la aproximacién de la derivada hacia adelante, es posible
ahora generar un nuevo esquema utilizando la aproximacién de la derivada hacia atras:

y1/'7, = f(xnayn)

Yn = Yn—1 | O(h) = f(2n, yn)-

h

Luego de aplicar operaciones algebraicas y de aumentar en uno cada indice de la ex-
presion iterativa se obtiene la expresion conocida como método de Euler implicito:

Yn+1l = Yn + hf(l‘nJrla ynJrl) + O(h)v

tal que su error local de truncamiento es O(h?), pero su error global de truncamiento
es O(h). La disminucién en el orden del error de truncamiento se debe a que cada paso
se inicia con el error que se propaga del paso anterior.
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Figura 11.4: Solucién numérica (método de Euler explicito) y exacta dey’ = y—=.

Ejemplo 78. Se desea resolver nuevamente el problema del ejemplo 77. Esta vez se
aplicard el método de Euler implicito y se generard un esquema iterativo:

Ynt+1 ~ Yn + hf(ajn—i-la yn—l—l)
~ Yn + h(ynJrl - xn+1)
— Yn — han 1
1-nh

cuya evolucion, para h = 0,1, se muestra en la tabla 11.2. En la figura 11.5 se muestra
la aproximacion discreta (circulos de color negro y linea continua de color rojo) y la
solucion ezacta (linea punteada de color azul).

i | x5 yi Yi

0 | 0,0 | -2,00000 | -2,00000
1] 0,1 |-2,23333 | -2,21551
2 10,2 | -2,50370 | -2,46420
3 10,3 |-2,81522 | -2,74957
4 104 | -3,17246 | -3,07547
5 10,5 |-3,58051 | -3,44616
6 | 0,6 | -4,04501 | -3,86635
7 10,7 |-4,57223 | -4,34125
8 10,8 1]-516914 | -4,87662
9 10,9 |-5,84348 | -5,47880
10 | 1,0 | -6,60386 | -6,15484

Tabla 11.2: Resolucién del ejemplo 78 a través del método de Euler implicito.

Método de Crank-Nicolson

En el desarrollo de los métodos de Euler, se utilizé f(xn, yn) v f(Zn+1, Yn+1) para los
métodos explicito e implicito respectivamente. Como en uno de ellos se cometié error por
exceso y en el otro error por defecto, es 1égico pensar que evaluando f en el punto medio
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Figura 11.5: Solucién numérica (método de Euler implicito) y exacta de 3y’ =
Yy — .

entre (Zn,Yn) V (Tnt1,Ynt1) S obtenga una aproximacién con un error méas pequeno
que las dos anteriores. En este desarrollo se basa el método de Crank-Nicolson:

Tn + Tntl Yn + Yn+1
2 ’ 2

Yn+1 = Yn +hf<

Ejemplo 79. Se desea resolver nuevamente el problema del ejemplo 77. Esta vez se
aplicard el método de Crank-Nicolson y se generard un esquema iterativo:

Yn+1 = Yn + A (Tn + Tnt1)/2, (Yn + Ynt1)/2)
X Yp t+ h((yn + ?/n+1)/2 - (l'n + xn+1)/2)
_ Un + %(yn — Tn — xn-!-l)

h
l—3

cuya evolucion, para h = 0,1, se muestra en la tabla 11.3. En la figura 11.6 se muestra
la aproximacion discreta (circulos de color negro y linea continua de color rojo) y la
solucidn exacta (linea punteada de color azul). En este caso, la diferencia entre el valor
exacto y la aprorimacion es muy pequena.

Ejercicio 41. Estimar el orden de convergencia del método de Crank-Nicolson.

Los tres métodos presentados son convergentes, es decir que cuando h — 0 se logra
que E(h) — 0. En la figura 11.7 se muestra el error absoluto que surge de la diferencia
entre la secuencia de valores aproximados y los valores exactos. En color azul y con
linea punteada se grafica el error con respecto al método de Euler explicito; en color
rojo y con linea discontinua, el error con respecto al método de Euler implicito; y en
color negro con linea alternada, el error con respecto al método de Crank-Nicolson.

No siempre es posible encontrar una expresién iterativa para el desarrollo de los
métodos de Euler implicito y Crank-Nicolson, y por méas que sea posible es a veces es
un proceso tedioso. Por lo tanto es necesario ajustar los métodos a los datos y a las
aproximaciones disponibles.
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Figura 11.7: Errores absolutos de los métodos de Euler y Crank-Nicolson para
/!
y =y—ux.

esquema iterativo (también denominado Euler implicito 6 esquema de FEuler Pre-
dictor Corrector). Se observa que la diferencia de estimaciones entre ambos métodos
es despreciable.

i x5 yi Vi

0 | 0,0 | 1,00000 | 1,00000
1 10,1 1,0090 | 1,09965
2 10,2 | 1,19483 | 1,19721
3 10,3 | 1,28516 | 1,29046
4 104 | 1,36767 | 1,37712
5 10,5 1,44016 | 1,45499
6 | 0,6 1,50064 | 1,52196
7 10,7 1,54746 | 1,57617
8 | 0,8 1,57934 | 1,61607
9 10,9 1,59545 | 1,64049
10 | 1,0 | 1,59545 | 1,64872

Tabla 11.4: Resolucién del ejemplo 80 a través del esquema de Euler Predictor
Corrector.

Ejercicio 42. Resolver nuevamente el ejercicio 80 pero esta vez generar un esquema
predictor corrector basado en el método de Crank-Nicolson.

11.1.3. Métodos Runge-Kutta

El objetivo de los métodos Runge-Kutta es eliminar la necesidad de repetir derivadas
de las ecuaciones diferenciales que surgen de las aproximaciones por series de Taylor.
Como dicha diferenciaciéon no estd presente en la integracién del método de Taylor de
primer orden:

Ynt+1 = Yn + hf(Tn,yn), (11.6)

puede ser considerado como el método de primer orden de Runge-Kutta. También
es denominado método de Fuler explicito. Debido al gran error de truncamiento, rara
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Figura 11.8: Solucién numérica (esquema de Euler Predictor Corrector) y exacta
dey =y — zy.

vez es utilizado en la practica, sélo se aplica con fines pedagdgicos. Si se analiza la
interpretacion grafica de la formula de Euler, plasmado en la figura 11.10, se observa
que el error cometido es realmente excesivo. Analizando la férmula (11.6), la diferencia
entre yn+1 v Yn puede calcularse por integracion:

Tn+1 , Tn+1
yn+1_yn:/ Yy de/ f(z,y)dz,
Tn Tn

donde dependiendo del método de integracién numérica elegido, surgen los diferentes
métodos Runge-Kutta.

Método de Euler

El método de Euler, o RK1, surge de despejar y,+1 = y(xnt1) = y(zn + h)
en la expresion de Taylor. Sin embargo, se llega a la misma expresion si se integra
f;’:“ f(x,7) dz numéricamente por el método del rectdngulo!:

Tn+1
Yn+1 — Yn = / f(%y) dz
Tn

~ [$n+1 — l‘n] f(xny yn)
:1hf($n,yn%

con lo que :
Yn+1 = Yn + h,f(.%'n, yn) (11'7)

Método de Heun

Tn41

El método de Heun, o RK2, surge al integrar fmn f(z,y) dz numéricamente por
el método del trapecio. La principal diferencia con Euler implicito es que no se despeja

Yn+1 Sino que se aproxima su valor por medio del método de Euler, es decir que éste

Lprimera aproximacién de la integral por rectangulos
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Figura 11.9: Diferencia entre el método de Euler implicito y el esquema de Euler
Precictor Corrector para y' = y — xy.

!

y
f(z,y)

i
x” xnﬂ
Figura 11.10: Area bajo la curva y’ = f(z,y), entre z, y Tpt1.
también es un esquema del tipo predictor corrector:
Tn+1
yn-l—l_yn:/ f(a:,y)dx
Tn
TnsYn) + J(Tnt1; Ynt1
%[3377,4—1_3371] f( n y”l) ];( n+ yn+ )
_ hf(fﬂm Yn) + f(Tni1, Ynt1)
2 )
con lo que:
h -
Ynt1 R Yn+ 5 [f (@, Yn) + f(@n+1, Ynt1)] (11.8)
donde:

Yntl = Yn + hf('rnv yn)

Ejemplo 81. Se desea resolver la ecuacion diferencial del ejemplo 80, utilizando RK2.
Para ello debe construirse la funcion de iteracion que aproximard los valores sucesivos
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a partir de y(0) hasta y(1). La funcidn de iteracion es:

h
Yn+1 = Yn + 5 [f(l’m yn) + f(:En-l-l? yZ—i-l)]

=Yn+ 5 [yn — TnYn + Ynt1 — $n+lyn~+1] )

donde: }
Ynt1 = Yn + hf(Tn, yn)

~ Yn + W(Yn — TnYn).
Primero se calculard la prediccion y luego se hard la correccion. Los valores de las
iteraciones se muestran en la tabla 11.5. En la figura 11.11 se muestra la aproximacion

discreta (circulos de color negro y linea continua de color rojo) y la solucion ezacta
(linea punteada de color azul).

i | xi | pred(yi) | correc(¥i) Vi

0 | 0,0 1,00000 1,00000 1,00000
10,1 1,10000 | 1,09950 | 1,09965
2 10,2 | 1,19845 1,19692 1,19721
3 10,3 | 1,29267 1,29004 1,29046
4 104 | 1,38034 1,37660 1,37712
5 10,5 | 1,45919 1,45437 1,45499
6 | 0,6 | 1,52709 1,52128 1,52196
7 10,7 1,58213 1,57543 1,57617
8 | 0,8 | 1,62270 1,61529 1,61607
9 10,9 | 1,64760 1,63968 1,64049
10 | 1,0 | 1,65608 1,64788 1,64872

Tabla 11.5: Resolucién del ejemplo 80 a través del método de Heun.
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Figura 11.11: Solucién numérica (Método de Heun) y exacta de ¢y =y — xy.

Comandos de EMT. El comando para resolver una EDO a través del método de
Heun es:
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» heun(f$:string, t:vector, yO:numero), donde f$ es la funcion de x ey que
representa 1, expresada como string; t es el dominio discreto sobre el que se
resolverd la EDO (nodos); y0 es el valor inicial de la EDO. La salida es un
vector con las aprorimaciones en cada nodo.

Ejemplo en EMT 22. Resolver, a través del método de Heun, la EDO y' = (z + y)?
con la condicion inicial y(—2) = 1 para estimar el valor de y(—1). Utilizar 15 pasos.

>heun (" (x+y) "2",linspace(-2,-1,15),1)

[1, 1.05851, 1.1032, 1.13709, 1.16245, 1.18106, 1.19431,
1.20334, 1.20912, 1.21244, 1.21403, 1.21455, 1.21459, 1.21477,
1.21568, 1.21795]

Método RK4

De manera similar a los anteriores, se consigue desarrollar el método méas conocido e
implementado en rutinas numéricas: RK4. La integral [7"*' f(z,y) dz, debe ser resuelta
ahora utilizando el método de Simpson?. Por lo tanto:

Tn+1
ynJrl_yn:/ f(l’,y)dl‘
Tn

~ [$n+1 - $n] /2

3

h h
|:f(1:nvyn)+4f <$n+25yn+2> +f(93n+1,yn+1) )

donde k1 = f(an,yn). Se puede estimar y,, + % por Euler:

h

h
yn+*%yn+k1§

2
y ke = f(xn, + %,yn + klg) Ahora se puede aproximar y, + % por Euler, pero con

pendiente k9. Entonces

h

h
yn+*%yn+k2§7

2
de donde k3 = f(x, + %, UYn + k‘g%) Por dltimo, se estima y,,+1 por Euler con pendiente
k3 y se evalia f una vez més, ky = f(xn41,yn+ksh). Sustituyendo el término que tiene
factor 4 de la férmula de Simpson por dos sumandos, cada uno con factor 2, se logra el
algoritmo de Runge-Kutta.

h
Yn+1 = Yn + 6 [kl + 2k + 2ks3 +]€4].

Ejemplo 82. Se desea resolver la ecuacion diferencial del ejemplo 80, utilizando RK}.
Para ello debe construirse la funcion de iteracion que aproximard los valores sucesivos
a partir de y(0) hasta y(1). La funcion de iteracion es:

h
Yn+1 = Yn + 3 [k1 + 2ka + 2ks3 + k4]

donde:
kl = f(xnyyn)
h h
k? = f <$n + §7yn + k12>
h h
k3 = f <xn + §ayn + k22>

k4 = f (anrla Yn + k3h)

2con una pequeila correccién para aumentar més la precisién

201



11. Resolucion Numérica de EDO

APUNTES DE CALCULO NUMERICO | con aplicaciones sobre Euler Math Toolbox | S. Herndndez

Los valores de las iteraciones se muestran en la tabla 11.6. En la figura 11.12 se muestra
la aproximacion discreta (circulos de color negro y linea continua de color rojo) y la
solucion exacta (linea punteada de color azul). En este caso, la aprorimacion es casi
exacta.

Xj ki ko ks ky Vi Yi

0,0 - - - - 1,00000 | 1,00000
0,1 | 1,00000 | 0,99750 | 0,99738 | 0,98976 | 1,09966 | 1,09965
0,2 | 0,98969 | 0,97677 | 0,97622 | 0,95783 | 1,19722 | 1,19721
0,3 | 0,95777 | 0,93383 | 0,93293 | 0,90336 | 1,29046 | 1,29046
0,4 | 0,90332 | 0,86816 | 0,86702 | 0,82630 | 1,37713 | 1,37712
0,5 | 0,82628 | 0,78014 | 0,77887 | 0,72751 | 1,45499 | 1,45499
0,6 | 0,72750 | 0,67112 | 0,66985 | 0,60879 | 1,52196 | 1,52196
0,7 | 0,60879 | 0,54334 | 0,54220 | 0,47285 | 1,57617 | 1,57617
0,8 | 0,47285 | 0,39995 | 0,39904 | 0,32322 | 1,61607 | 1,61607
0,9 | 0,32322 | 0,24484 | 0,24425 | 0,16405 | 1,64050 | 1,64049
1,0 | 0,16405 | 0,08244 | 0,08223 | 0,00000 | 1,64872 | 1,64872

© 0 N O T W O e

[t
)

Tabla 11.6: Resolucién del ejemplo 80 a través del método de RK4.
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Figura 11.12: Solucién numérica (Método RK4) y exacta de ¢y =y — xy.

Ejercicio 43. Determinar el orden de convergencia de los métodos Runge-Kutta, basdn-
dose en el orden de convergencia de los métodos de integracion. Comprobar numérica-
mente con los ejercicios desarrollados.

Comandos de EMT. El comando para resolver una EDO a través del método RKY
es:

» runge(f$:string, t:vector, yO:nimero), donde f$ es la funcion de x e y
que representa 1y, expresada como string; t es el dominio discreto sobre el que
se resolverd la EDO (nodos); y0 es el valor inicial de la EDO. La salida es un
vector con las aprorimaciones en cada nodo.

Ejemplo en EMT 23. Resolver, a través del método RK/, la EDO y' = (z +1)? con
la condicion inicial y(—2) = 1 para estimar el valor de y(—1). Utilizar 15 pasos.
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>runge (" (x+y) "2",linspace(-2,-1,15),1)
[1, 1.056851, 1.1032, 1.13709, 1.16245, 1.18106, 1.19431,
1.20335, 1.20912, 1.21245, 1.21404, 1.21455, 1.2146, 1.21478,
1.21569, 1.21796]

11.2. Resolucion por Derivacion

Dada una ecuacién diferencial ordinaria es posible resolverla utilizando el concepto
de derivacion. La primera familia de métodos surge de la conocida expansién por series
de Taylor, aprovechando la funcién dy/dx definida en el problema original. La segunda
familia de métodos es obtenida al derivar el polinomio interpolante que pasa a través
de los puntos anteriores al actual de la ecuacién diferencial a resolver.

11.2.1. Series de Taylor
Si se considera la expansién por serie de Taylor de y(z + h):

h2 " T h3 " T
o+ 1) =)+ hy'(a) + DL VD
entonces es posible construir una férmula iterativa de aproximacién para resolver el
problema (11.1):

h? df(xn’ yn) h3 dgf(l:nv yn)
Yn+1 —yn+hf(xn7yn)+a dz +§ d332

+...,

donde:
df _0F  0Fdy _
de Oz Oydx

dif B df(l) _ af(l) 3f(1)% B f(H)

dz?2  dx Ox Oy dx

y asi sucesivamente. Es importante notar que en todos los términos de derivada aparece
%, cuya expresién es conocida.

Este esquema, iterativo permite deducir, nuevamente, el método de Euler como la
expansion de Taylor de orden 1. Con 6rdenes superiores provee una solucion eficiente
al problema de resolver un ecuacioén diferencial ordinaria con valor inicial, aunque no
siempre simple de calcular, teniendo en cuenta que el proceso de derivacién de f(x,y)
se torna tedioso® con el aumento del orden de expansién. Una de las mejoras introdu-

cidas al método de Taylor son los métodos de Runge-Kutta, aunque también es posible
d™) ¢

dzn

mantener el esquema iterativo de expansién de Taylor aproximando en cada caso
a través de diferencias finitas.

Ejemplo 83. Se desea resolver la ecuacion diferencial y' = cos(z + y) —3y con la
condicion inicial y(0) = 2, para obtener el valor de y(6). Para solucionar este problema
a través de expansiones de Taylor de orden 2, es necesario obtener f'(x,y):

TR Ty
= —sin(x + y) + [ sin(z + y) — 3] [cos(x + y) — 3y]
= —sin(z + y) [1 + cos(x +y) — 3y] — 3cos(z +y) + Yy
entonces: 2
y(z +h) & y(@) + hf ) + 5 fO @) + O0?),

3y es imposible para una funcién dada en forma de tabla
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con lo que puede generarse el esquema iterativo:

h2
Yn+1 = Yn + hf(xm yn) + gf(l) (wm yn) + O(hg) (11'9)

Para h = 0,4, los valores de las iteraciones se muestran en la tabla 11.7 y la figura
11.18 muestra la solucion exacta (en linea punteada y de color azul) y la aprozimacion
de Taylor de orden 2 (circulos negros y linea continua en color rojo).

i x Vi Yi

0 | 0,0 2,000000 | 2,000000
1 04| 1,367410 | 0,665208
2 10,8 0938520 | 0,313526
3 | 1,2 0,617694 | 0,165885
4 11,6 0,367233 | 0,057333
5 12,0 0,165180 | -0,043520
6 | 2.4 | -0,000025 | -0,137897
7 12,8 |-0,132189 | -0,220344
8 | 3,2 -0,229610 | -0,283212
9 | 3,6 | -0,286646 | -0,317009
10 | 4,0 | -0,204742 | -0,310339
11| 4,4 | -0,244107 | -0,251447
12 | 4,8 | -0,129656 | -0,134856
13 | 5,2 | 0,033513 | 0,024117
14 | 5,6 | 0,194031 | 0,179689
15| 6,0 | 0,291024 | 0,280303

Tabla 11.7: Resolucién del ejemplo 83 a través de la expansion de Taylor de orden

2.

4

Figura 11.13: Solucién numérica (expansién de Taylor de orden 2) y exacta de
y' = cos(z +y) — 3y.

Nota. Por ser y' = cos(xz + y) — 3y una ecuacion diferencial que no puede resolverse
por métodos algebraicos, cuando se nombra la solucion exacta quiere decir una solucion
numérica calculada con métodos de gran potencia y un incremento h pequeno.
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Ejercicio 44. Resolver nuevamente el problema planteado en el ejemplo anterior, pero
esta vez utilizar la aproximacion de derivada hacia adelante:

df _of  ofdy
de 0z  Oydx

Nf(ﬂc-l-h,y)—f(x,y) f(I,y-I—h)—f(I,y)

Luego, graficar la diferencia entre el valor de y,y1 utilizando la derivada de f(z,y)
calculada en forma exacta y el valor de y,41 con la aproximacion de derivada de f(x,y).

Ejemplo 84. Se desea resolver nuevamente el ejemplo 83, pero ahora utilizando la

expansion de Taylor de orden 3. Debe para ello calcularse 327{:

dz2  dz Oz oy dx

2 (I) () (I)
A 0T O g,y

donde:
afth . )
5 = cos(z + y) [1 + cos(xz + y) — 3y| + sin“(z + y) + 3sin(z + y)
afth
o cos(x +y) [1 + cos(z + y) — 3y] — sin(z + y) [ sin(z + y) — 3]
j—:yﬂ = cos(z +y) — 3y.

Entonces el esquema iterativo a utilizar es:

h? h3
Yn+l = Yn + hf(xm yn) + af(l)(l‘n, Yn) + gf(n) (@, yn) + O(h4)- (11.10)

Para h = 0,4, los valores de las iteraciones se muestran en la tabla 11.8 y la figura
11.14 muestra la solucion exacta (en linea punteada y de color azul) y la aprozimacion
de Taylor de orden 2 (circulos negros y linea continua en color rojo).

0 2 4 6

Figura 11.14: Solucién numérica (expansién de Taylor de orden 3) y exacta de
Yy = cos(z +y) — 3y.
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i | x5 i Vi

0 | 0,0 | 2,000000 | 2,000000
1104 0,489613 | 0,665208
2 10,8 | 0,248800 | 0,313526
3 | 1,2 | 0,150215 | 0,165885
4 | 1,6 | 0,0564069 | 0,057333
5 | 2,0 -0,044172 | -0,043520
6 | 2,4 | -0,138050 | -0,137897
7 12,81 -0,220420 | -0,220344
8 | 3,2 -0,283297 | -0,283212
9 |3,6-0,317110 | -0,317009
10 | 4,0 | -0,310384 | -0,310339
11 | 4,4 | -0,251172 | -0,251447
12 | 4,8 | -0,133717 | -0,134856
13 | 5,2 | 0,026129 | 0,024117
14 | 5,6 | 0,180395 | 0,179689
15| 6,0 | 0,278530 | 0,280303

Tabla 11.8: Resolucion del ejemplo 84 a través de la expansion de Taylor de orden
3.

Ejercicio 45. Repetir el ejercicio 77, pero esta vez aplicar la expansion de orden 4 de
Taylor. ;Mejora el resultado obtenido al aplicar el método de Crank-Nicolson?

Ejercicio 46. Los esquemas iterativos (11.9) y (11.10) son desarrollados hasta el orden
del error de truncamiento asociado. ;FEste error es local o global? ;Por qué?

11.2.2. Fo6rmulas de Diferenciacion hacia Atras

En la literatura, son conocidos como los métodos BDF, sigla de Backward Differen-
tiation Formula y es posible definir esta familia s6lo hasta la formula de 6 pasos, ya
que para 7 pasos (6 més), la férmula es completamente inestable o bien su regién de
convergencia estable es muy pequeiia?. Todos los métodos obtenidos de esta manera,
son esquemas implicitos y no son autoiniciables, con excepcion de BDF1 siempre y
cuando se aplique a una ecuacién diferencial ordinaria lineal. Al momento de generar
los valores necesarios para la interpolacién, se recomienda utilizar algin método de alto
orden 6, en el peor de los casos, un método del mismo orden que la aproximacién de
BDF' que se esté por utilizar.

Férmula de un paso

A partir de los nodos (n,yn) ¥ (Tnt1,Yn+1), €s posible construir el polinomio
interpolante de grado uno que pasa a través de ellos:

T — Tptl T — Tp
Pr) = —————Un+ ———VUns1.
Tn — Tn+1 Tnt+1 — Tn

Derivando P(z) con respecto a x y reemplazando x, = 11 — h:

Yn+1 — Un
P’ —_ gnr: IJn
(2) = L2,

4la explicacién de este tema estd fuera de los alcances de esta asignatura
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Pero si P(z) interpola los nodos de y(z), entonces P’(z) debe interpolar nodos de
y'(x) = f(x,y), en particular permite aproximar f (41, Yn+1):

P'(2nt1) = f(Zn+1,Yns1)

| —
w = f(xn+layn+1)'

De la igualdad anterior es posible obtener la Férmula de diferenciacion hacia atrds de
un paso, mas conocida como BDF1:

Ynt1 = Yn = hf (Tnt1, Yns1)- (11.11)

Férmula de dos pasos

A partir de los nodos (Zn—1,Yn—1); (Tn,Yn) ¥ (Tnt1,Yn+1), es posible construir el
polinomio interpolante de grado dos que pasa a través de ellos:

( — 2p) (7 — Tpy1) (2 — 2p—1) (T — Tny1)
(xn—l - xn)(xn—l - xn+1)yn_1 * (xn - xn—l)($n - xn—i—l)
(x — zp_1)(x — xp)

+ Yn41-
(mn—‘rl - wn—l)('rn—‘rl - mn) mt

P(.%‘) = yn+

Derivando P(x) con respecto a z y reemplazando x,—1 = pr1 — 2h y Ty = Tpg1 — It

Pl(z) = Yn+1(—2%p41 + 22 + 3h) + yp(4xny1 — 4z — 4h) + yp—1(—22p41 + 22 + h)
2h? )

Pero si P(x) interpola los nodos de y(x), entonces P’(x) debe interpolar nodos de
y'(z) = f(x,y), en particular permite aproximar f(Zn41,Yn+1):

Pl(l‘nﬂ) = [(®nt1, Ynt+1)
33/n+1 - 4yn + Yn—1
2h

= f(xn-i-h yn+1)‘

De la igualdad anterior es posible obtener la Formula de diferenciacion hacia atrds de
dos pasos, mas conocida como BDF2:

3Yn+1 = 4Yn + Yn—1 = 20 f (Tn41, Yn+1)- (11.12)

Ejemplo 85. Se desea resolver la ecuacion diferencial y' = x(1 —vy), con la condicién
inicial y(0) = 0, para estimar el valor de y(3). Se utilizard el esquema iterativo BDF de
dos pasos, (11.12), con un conjunto de 11 nodos. Entonces h = 0,3; yo = 0 y ademds:

y1 = 0,044002518.

En la tabla 11.9 se muestran los valores de las iteraciones y la solucion exacta. En la
figura 11.15 se muestran la solucion exacta (linea punteada de color azul) y la solucion
numérica (nodos negros y linea continua de color rojo).
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Xi

Vi

Yi

0,0
0,3
0,6
0,9
1,2
15
1,8
2,1
2,4
2,7
3,0

© 00 J O T i W N O

—_
o

0,00000000
0,04400251
0,15952680
0,32036856
0,49514716
0,65646668
0,78694107
0,88058629
0,94040632
0,97425087
0,99095774

0,00000000
0,04400251
0,16472978
0,33302318
0,51324774
0,67534753
0,80210130
0,88974947
0,94386523
0,07387859
0,08889100

Tabla 11.9: Resolucién del ejemplo 85 a través del método BDF de dos pasos.

0.8

0.6

0.4

0.2

0 1

Figura 11.15: Solucién numérica (método BDF de dos pasos) y exacta de y' =

z(1—y).

Férmula de tres pasos

2

A partir de los nodos (p—2,Yn—2); (Tn—1,Yn—1); (TnsYn) ¥ (Tnt1,Ynt1), €s posible
construir el polinomio interpolante de grado tres que pasa a través de ellos:

(@ — zp—1)(@ — 2)( — Tny1)
(Tn—2 = Tn—1)(Tn—2 — Tn)(Tn—2 — Tnt1

(x — zn—2)(@ — ) (@ — Tny1)
(Tn—1 — Tn—2)(Tn—1 — Tn) (Tn—1 — Tnt+1

(@ — zp—2)(@ — 2p—1)(@ — Tp41)
* (xn - xn—2)(xn - xn—l)(xn - xn+1)yn+

(@ — zp—2)(@ — zp_1) (2 — 2n)

(xn-i-l - mn—Q)(xn-i-l - mn—l)(xn-i-l — Tn

P(z) =

) yn—2—|-

)yn—1+

) Yn+1
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Derivando P(x) con respecto a x y reemplazando z,_9 = &p+1 — 3h; Tp—1 = Tpy1 — 2h
yV Tn = Tpy1 — h, para luego evaluar en x,; se obtiene:

P’(an) = f(Zn41,Yn+1)

Nyni1 — 18yn + 9yn—1 — 2yn—2
= nﬁh = = = f(xn-i-layn-i-l)

De la igualdad anterior es posible obtener la Férmula de diferenciacion hacia atrds
de tres pasos, mas conocida como BDF'3:

11yn+1 - 18yn + 9yn71 - 2yn72 = 6hf(£n+1a yn+1)- (1113)

Ejemplo 86. Se desea resolver nuevamente el ejercicio 85. Se utilizard el esquema
iterativo BDF de tres pasos, (11.13), con un conjunto de 11 nodos. Entonces h = 0,3;
Yo = 0 y ademds:

y1 = 0,044002518

y2 = 0,16472978.
En la tabla 11.10 se muestran los valores de las iteraciones y la solucion exacta. En la

figura 11.16 se muestran la solucion exacta (linea punteada de color azul) y la solucion
numérica (nodos negros y linea continua de color T0jo).

i ox Vi Vi

0 | 0,0 | 0,00000000 | 0,00000000
1 | 0,3 | 0,04400251 | 0,04400251
2 10,6 |0,16472978 | 0,16472978
3 10,91 0,33194243 | 0,33302318
4 | 1,2 ] 0,51218850 | 0,51324774
5 | 1,5 0,67601246 | 0,67534753
6 | 1,8 | 0,80494471 | 0,80210130
7 | 2,1 | 0,89372595 | 0,88974947
8 | 2,4 |0,94742752 | 0,94386523
9 |2,710,97604358 | 0,97387859
10 | 3,0 | 0,98959687 | 0,98889100

Tabla 11.10: Resolucién del ejemplo 86 a través del método BDF' de tres pasos.

Ejercicio 47. Estimar el orden del error de truncamiento de los métodos BDF, te-
niendo en cuenta el error de interpolacion.

11.3. Resolucién por Integracion Numérica

La ecuacién diferencial (11.1) puede, por medio de una aproximacién hacia adelante
de la derivada primera de y(z), escribirse como:

Tn+1
Yn+1 = Yn + / f(a:,y)da:.
T

n

Los métodos de Adams surgen al generar un polinomio interpolador para los datos de
f(z,y) y luego integrarlo. De acuerdo a los puntos involucrados en la interpolacién, se
denominan métodos de Adams-Bashforth 6 métodos de Adams-Moulton.
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— ]

0.8
0.6 /
0.4

0.2

0 1 2 3

Figura 11.16: Solucién numérica (método BDF' de tres pasos) y exacta de 3’ =
z(1—y).

11.3.1. Métodos de Adams-Bashforth

Los métodos de Adams-Bashforth surgen al considerar como tultimo punto de inter-
polacién a (zy, f(zn, yn)). Salvo el método de un paso, también conocido como método
de Euler, ninguno de ellos es autoiniciable y al momento de generar los puntos necesarios
para la interpolacién, se recomienda utilizar algiin método de alto orden 6, en el peor
de los casos, un método del mismo orden que la aproximacién de Adams-Bashforth.

Método de dos pasos

Surge al generar el interpolante que pasa por los puntos (zn—1, f(Tn—1,Yn-1)) ¥y
(Tn, f(Zn,yn)), para luego integrar entre =, y Tp41.
Entonces:

Tn+1
Yn+1 = Yn + / f(x,y)dx
T

n

Tn+1
~ut [ Pl
Tn
donde, para el método de dos pasos:

Pr) = (x — xp) ot (x — Tp—1)

Tn—1 — Tp Tpn — Tpn—1
_ (xy — ) (x — acn_l)f
h h "

= % [(an,1 +h— x)fnfl + (l‘ - xnfl)fn] )

fn

fn—l +

por lo tanto, la integral buscada es:
T4l 1 2
/xn P(z)dx = }—L% [Bfn — fa-1]
h
=3 [3fn — fn-l,
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donde f, = f(n,yn) ¥ frn-1 = f(Tn-1,Yn—1). Entonces el método de dos pasos de
Adams-Bashforth tiene la expresién recursiva:

Yot = Y+ o 3 ) — Fanr, 0], (11.14)
Ejemplo 87. Se desea resolver la ecuacion diferencial y' +y = cos(x), con la condicidn
inicial y(0) = —1, para estimar el valor de y(3). Se utilizard el esquema iterativo de
Adams-Bashforth de dos pasos, (11.14), con un conjunto de 11 nodos. Entonces h = 0,3;
yo = —1 y ademds:

y1 = —0,48579898.

En la tabla 11.11 se muestran los valores de las iteraciones y la solucion exacta. En la
figura 11.17 se muestran la solucion exacta (linea punteada de color azul) y la solucion

numérica (nodos negros y linea continua de color Tojo).

i x Vi Vi
0 | 0,0 | -1,00000000 | -1,00000000
10,3 |-0,48579898 | -0,48579898
2 10,6 | -0,13728802 | -0,12822841
3 10,9 0,07972229 | 0,09261395
4 11,2 0,17917820 | 0,19540710
5 | 1,5 | 0,18032585 | 0,19942085
6 | 1,8 | 0,10353403 | 0,12537444
7 | 2,1 |-0,02885893 | -0,00450301
8 | 2,4 |-0,19344274 | -0,16704220
9 | 2,7 -0,36682260 | -0,33915440
10 | 3,0 | -0,52699225 | -0,49911685

Tabla 11.11: Resolucién del ejemplo 87 a través del método de Adams-Bashforth
de dos pasos.

| 7

0 1 2 3

Figura 11.17: Solucién numérica (método de Adams-Bashforth de dos pasos) y
exacta de y' +y = cos(z).
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Nota. En el ejemplo 87 y los siguientes, se dan los valores exactos necesarios para
comenzar a aplicar el método que se estd mostrando. La idea de estos ejemplos es
ver cudnto mejora la aproximacion con el aumento del método (y por consiguiente del
orden) wutilizado. Mdas adelante se analizard la sensibilidad de los métodos de Adams
con respecto a los valores iniciales necesarios.

Método de tres pasos

Surge al generar el interpolante que pasa por los puntos (,—2, f(Zn—2,Yn—2));

(-1, f(Tn—1,Yn-1)) ¥ (Tn, f(zn,yn)), para luego integrar entre x,, y Tp1.
Entonces:

Tn+1
Yn+1 = Yn + / f(x,y)dx
In

Tn+1
~t [ P,
Tn
donde, para el método de tres pasos:

(x — xp—2) (v —mp)
(xnfl - $n72) (xnfl - xn)
(x —xp—2) (T —xp-1)

+ (:En - 137172) (l‘n - :L'nfl) fn

(x —2p1) (2 —2p)

P(-T) - (xnf2 - xnfl) ($n72 - xn)

fnfl'f‘

fan +

= 2—;2 (@ — 2n_1) (& — @) oo — 2 (& — Tn_2) (T — 2p) fo_1+
+ (.%' - xn—Q) (.%' - xn—l) fn] s

por lo tanto, la integral buscada es:

Tn+1 1 h3
h
= E [23fn - 1anfl + 5fn72]

donde fn = f(@n,yn); fa-1 = f(@n-1,Yn-1) ¥ fa—2 = f(Zn—2,yn—2). Entonces el
método de tres pasos de Adams-Bashforth tiene la expresién recursiva:

h
Yn+1 = Yn + ﬁ [23f(xn7 yn) - 16f(xn—17 yn—l) + 5f(xn—27 yn—2)] . (1115)

Ejemplo 88. Se desea resolver nuevamente el ejercicio 87. Ahora se utilizard el esque-
ma iterativo de Adams-Bashforth de tres pasos, (11.15), nuevamente con un conjunto
de 11 nodos. Entonces h = 0,15; yo = —1 y ademds:

y1 = —0,48579898
yo = —0,12822841.

En la tabla 11.12 se muestran los valores de las iteraciones y la solucion exacta. En la
figura 11.18 se muestran la solucion exacta (linea punteada de color azul) y la solucion
numérica (nodos negros y linea continua de color rojo).

Método de cuatro pasos

Surge al generar el interpolante que pasa por los puntos (z,—3, f(Zn—3,Yn—3));

(l'n—Zv f(xn—Q’ yn—Q)); (xn—la f(xn—lv yn—l)) y (.’L’n, f(xna yn))a para luego integrar en-
tre £, y Tny1-
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i x Vi Vi

0 | 0,0 | -1,00000000 | -1,00000000
1] 0,3 |-0,48579898 | -0,48579898
2 10,6 | -0,12822841 | -0,12822841
3 10,9 009361672 | 0,09261395
4 | 1,2 | 0,19592916 | 0,19540710
5 | 1,6 | 0,19962380 | 0,19942085
6 | 1,8 | 0,12494173 | 0,12537444
7 | 2,1 |-0,00518276 | -0,00450301
8 | 2,4 | -0,16774248 | -0,16704220
9 | 2,7 | -0,33944458 | -0,33915440
10 | 3,0 | -0,49870285 | -0,49911685

Tabla 11.12: Resolucién del ejemplo 88 a través del método de Adams-Bashforth

de tres pasos.

, ad

-0.4
-0.8 /
0 1 2
Figura 11.18: Solucién numérica (método de Adams-Bashforth de tres pasos) y
exacta de y' + y = cos(z).
Entonces:

Tn+1
Yntl = Yn + / f(z,y)dzx
X

n

Tn+1
Yy + / P(x)dz.
In

Para el método de cuatro pasos se sigue un esquema similar a los antes desarrollados,
generando el polinomio interpolador® y luego resolviendo la integral:

Tp41 1 h4
/ P@)de = oo (550 = 59fu 1 +3Tfn 2 — ]

h
= ﬂ [55fn - 59fn—1 + 37fn—2 - 9fn—3] ,

donde fn = f(®n,yn); fo-1 = f(@Tn-1,Yn-1); fu—2 = f(Tn-2,Yn—2) y por tltimo
fn—3 = f(xn—3,yn—3). Entonces el método de cuatro pasos de Adams-Bashforth

Sen este caso de grado 3
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tiene la expresién recursiva:

h
Yn+l = Yn + ﬁ [55f(xna yn) - 59f(xn—17 Z/n—l) + 37f(xn—27 yn—2) - 9f($n—37 yn—3)] .
(11.16)
Ejemplo 89. Se desea resolver nuevamente el ejercicio 87. Ahora se utilizard el esque-

ma iterativo de Adams-Bashforth de cuatro pasos, (11.16), nuevamente con un conjunto
de 11 nodos. Entonces h = 0,15; yo = —1 y ademds:

y1 = —0,48579898
yo = —0,12822841
y3 = 0,09261395.
En la tabla 11.18 se muestran los valores de las iteraciones y la solucion exacta. En la

figura 11.19 se muestran la solucion ezxacta (linea punteada de color azul) y la solucion
numérica (nodos negros y linea continua de color rojo).

| oxj Vi Vi
0 | 0,0 | -1,00000000 | -1,00000000
1 ]0,3]-0,48579898 | -0,48579898
2 | 0,6 | -0,12822841 | -0,12822841
3 10,9 0,09261395 | 0,09261395
4 11,2 0,19457040 | 0,19540710
5 | 1,5 | 0,19868526 | 0,19942085
6 | 1,8 | 0,12436250 | 0,12537444
7 12,1 -0,00488686 | -0,00450301
8 | 2,4 |-0,16738201 | -0,16704220
9 | 2,7 | -0,33874959 | -0,33915440
10 | 3,0 | -0,49870534 | -0,49911685

Tabla 11.13: Resolucién del ejemplo 89 a través del método de Adams-Bashforth

de cuatro pasos.

Error de truncamiento

Se hard un breve andlisis del error de truncamiento de los métodos de Adams-
Bashforth, basandose en la expansiéon de Taylor. En particular se expandiré la expresién
del método de dos pasos, (11.14), omitiendo el resto de las férmulas puesto que el andlisis
es similar.

Si, de acuerdo a (11.14):

h
Yn+1 = Yn + 9 [3fn - fn—l] )

entonces puede expandirse y,41 alrededor de y,, por medio de un polinomio de Taylor:

2

h3
S ) + " ) + O,

Teniendo en cuenta que f, = y'(z,), también puede expandirse f,—; a través de un
polinomio de Taylor: f,—1 = ¢/ (xn—1) = ¢'(xn, — h):

Ynt1 = Y(Tny1) = y(wn) + hy/(xn) + (11.17)

2

3 .
@) — Ty () + O(RY).

y/(xn—l) = 3/(3771) - hy”(l‘n) + 9 6

(11.18)
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-

0 1 2 3

Figura 11.19: Solucién numérica (método de Adams-Bashforth de cuatro pasos)
y exacta de y’' + y = cos(x).

Reemplazando (11.17) y (11.18) en la expresién de error:
h
E(h) = Yns1 — Yn — b) [3fn - fn—l]

- (v +omh) + (e vomh)  ar

— %h3y1//(xn) + O(h4),

el error de truncamiento local es del orden de h®. Pero, para métodos cero-estables®, el
orden de truncamiento global es siempre un orden menor que el orden de truncamiento
local. Por lo tanto, el método de Adams-Bashforth de dos pasos tiene un error global
de truncamiento del orden de hZ.

De manera similar a lo mostrado anteriormente, el error de truncamiento global
para el método de Adams-Bashforth de n pasos es O(h"™).

Ejercicio 48. Mostrar que el error de truncamiento global para el método de Adams-
Bashforth de tres pasos es del orden de h®.

Dependencia de los valores iniciales

En los ejemplos 87 a 89, se utilizaron los valores exactos necesarios para dar inicio
a las iteraciones de Adams-Bashforth, sélo con fines didédcticos. En problemas reales,
es imposible saber los valores iniciales por lo que deben aproximarse con algiin método
de orden similar. Se sugiere utilizar métodos iniciadores cuyo orden sea, como minimo,
similar al que se usara en el esquema iterativo. La calidad de la solucién obtenida por
iteracién depende fuertemente de la aproximacién de los valores iniciales.

Ejemplo 90. Se desea resolver nuevamente la ecuacion diferencial del ejemplo 88 con
el método de Adams-Bashforth de tres pasos, pero ahora utilizando diferentes valores de
h y con los valores de yo e y3 calculados de dos maneras, a fin de comprobar el orden del
error de truncamiento cometido. Se espera que el error de truncamiento sea del orden
de h3, pero esto se logra al utilizar los valores exactos (6 un método autoiniciable de

5la explicacién de este tema ests fuera de los alcances de esta asignatura
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orden h®). Si los dos valores necesarios para iniciar el método de Adams-Bashforth se
calculan por medio del método de Fuler explicito, cuyo error de truncamiento global es
del orden de h, la calidad de la solucion se degrada. En la tabla 11.14 se muestran los
valores obtenidos utilizando valores iniciales exactos, §; utilizando valores aproximados
por el método de Fuler explicito, y; y sus correspondientes convergencia de los errores
de truncamiento.

Como la cantidad de pasos se duplico en cada caso, se espera que los cocientes R; de
los métodos cuyo error de truncamiento sea del orden de h3 converjan alrededor de 8.
Sin embargo, la convergencia de los cocientes R; al utilizar el método de Fuler explicito
fue alrededor de 4.

pasos | §(3) R, v(3) R
10 -0,49870285 - -0,48574818 -
20 -0,49899868 | 3,5034 | -0,49635820 | 4,8461
40 -0,49909743 | 6,0843 | -0,49849060 | 4,4051
80 -0,49911412 | 7,1173 | -0,49896844 | 4,2198
160 -0,49911649 | 7,5764 | -0,49908079 | 4,1153
320 -0,49911680 | 7,7925 | -0,49910796 | 4,0592
640 -0,49911684 | 7,8973 | -0,49911464 | 4,0300

Tabla 11.14

Ejercicio 49. Verificar la convergencia de los cocientes R; cuando, para calcular los
valores iniciales necesarios, se utiliza algin método cuyo error de truncamiento sea del
orden de h3.

11.3.2. Métodos de Adams-Moulton

La idea subyacente detras de los métodos de Adams-Moulton es la misma que la
utilizada en Adams-Bashforth: construir un polinomio interpolante para luego resolver
la integral asociada entre z, y z,+1. La diferencia radica en que, en los métodos de
Adams-Moulton el primer nodo de integracién estd dado por (zp+1, f(Znt1,Ynt1)). De
esta manera, siempre es necesario contar con un método predictor de, al menos, el
mismo orden que el método corrector a utilizar.

Método de dos pasos

Surge al generar el polinomio interpolante que pasa por los puntos (z,, f(Zn,yn))
Y (®nt1, f(Xnt1,Yns1)), para luego integrar entre x, y Tp41-
Entonces:
Tn+1
Ynt+1l = Yn + / f(m,y)dx
X

g'n,+1
~t [ Pl
In
donde, para el método de dos pasos:

T — Tp T — Ty
P(:C) = ( +1)fn+ ( ) fn+1
Ty — Tyt Tp4+1 — Tn
Tpal — T T — Tp
= ( +;‘L )fn+( h )fn-i-l

[(fvn +h—x)fn+ (- $n)fn+1] )

Sl
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por lo tanto, la integral buscada es:
Tni1 1 h2
[ Pde = 5 L+ £
h
= 5 [fn-‘rl + fn] )

donde fr+1 = f(Tnt1,Yn+1) Y fn = f(zn,yn). Entonces el método de dos pasos de
Adams-Moulton tiene la expresién recursiva:

h
Yn+l = Yn + 5 [f(anrb ynJrl) + f(xm yn)] ) (11'20)

y es la misma expresién que la utilizada en el método de Heun.

Método de tres pasos

Surge al generar el polinomio interpolante de grado dos que pasa por los puntos

(Tn—1, f(@n—1,Yn-1)); (@n, f(@nyn)) ¥ (Tnt1, f(Tnt1,Yns1)), para luego integrar entre
Tn Y Tntl-
Entonces:

Tn+1
Yn+1 = Yn + / f(l‘,y)dl‘
In

Tn+1
2 Yn + / P(zx)dz,
Tn
donde, para el método de tres pasos:

(@ —an-1) (T —an41)
(xn - xn—l) (xn - xn—&—l)
(x — zp—1) (x —xp)

+ Jnt1
(xn—l-l - xn—l) (xn—l-l - xn) mr

_ (@—zn) (- ap4)
Ple) = (Tn—1 — ) (Tn—1 — xn+1)fn71 "

fnt

= 27]112 [(x — ) (T — Xpt1) fne1 — 2(x —2p—1) (& — Tpt1) [t

+ (T = Zp—1) (T — ) frt1],
por lo tanto, la integral buscada es:
Tn+41 1 h3
/xn P(.CC)d:C:Wg[g)fn—&-l"‘an_fn-I—l]
h
T 12

donde fri1 = f(Tnt1,Ynt1); fo = [(@n,Un) ¥ fao1 = f(®n_1,yn—1). Entonces el
método de tres pasos de Adams-Moulton tiene la expresion recursiva:

[5fn+1 + 8fn - fnfl] )

h
Yn+1 = Yn + 12 [5f(Tn+1,Yn+1) + 8f (Tn,Yn) — f(Tn-1,Yyn-1)]- (11.21)

Ejemplo 91. Se desea resolver nuevamente el ejemplo 87, pero ahora utilizando el
método de Adams-Bashforth de tres pasos como predictor y Adams-Moulton de tres
pasos como corrector. Al igual que en el ejemplo antes mencionado, h = 0,3; yo = —1
y ademds:

y1 = —0,48579898

yo = —0,12822841.

En la tabla 11.15 se muestran los valores de las iteraciones y la solucion exacta.
En la figura 11.20 se muestran la solucion exacta (linea punteada de color azul) y la
solucion numérica (nodos negros y linea continua de color rojo).
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i Xj AB31 AM31 Yi
0 | 0,0 | -1,00000000 | -1,00000000 | -1,00000000
1 10,3 -0,48579898 | -0,48579898 | -0,48579898
2 10,6 |-0,12822841 | -0,12822841 | -0,12822841
3 10,9 0,09361671 | 0,09245516 | 0,09261395
4 | 1,2 | 0,19543550 | 0,19531230 | 0,19540710
5 | 1,5 | 0,19889702 | 0,19947254 | 0,19942085
6 | 1,8 | 0,12477589 | 0,12555209 | 0,12537444
7 12,11 -0,00490674 | -0,00427277 | -0,00450301
8 | 2,41 -0,16709268 | -0,16685621 | -0,16704220
9 | 2,7 -0,33878022 | -0,33911087 | -0,33915440
10 | 3,0 | -0,49832027 | -0,49929871 | -0,49911685

Tabla 11.15: Resolucién del ejemplo 91 a través del método predictor-corrector
de Adams-Bashforth-Moulton de tres pasos.

| 7

0 1 2 3

Figura 11.20: Solucién numérica (método de Adams-Bashforth-Moulton de tres
pasos) y exacta de y' + y = cos(x).

Error de truncamiento

Se hard un breve andlisis del error de truncamiento de los métodos de Adams-
Moulton, similar al ya realizado para Adams-Bashforth, basindose en la expansién
de Taylor. En particular se expandird la expresiéon del método de tres pasos, (11.21),
omitiendo el resto de las formulas puesto que el analisis es similar.

De acuerdo a la férmula (11.21):

h
Ynt+1 = Yn + 19 [5fn+1 +8fn — fn—l] )

entonces es posible expandir, por medio de la férmula de Taylor las expresiones de:

/ h? " h? " h (3v) 5

2 6 247"
h? n3 h*
= ’ h!! S () 1 (v) B
2 h3
oo v

h
Jn-1 =1y, — hy, +

5 Yn

W), M 5
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Reemplazando las tres expresiones anteriores en la expresiéon de error y simplificando
se obtiene la expresion del error local:

h
E(h) = Yn+1 — Yn — E [5fn+1 +8fn — fn—l}
o) o
(A%
=—— h?).
opdn +OM%)

De la misma manera que en los métodos de Adams-Bashforth, en los métodos de
Adams-Moulton el error global decrece un orden de magnitud con respecto al error
local, pues se trata de un método cero-estable. Por lo tanto, el error de truncamiento
global para el método de Adams-Moulton de n pasos es O(h").

Ejercicio 50. Calcular la expresion del error para método de Adams-Moulton de dos
pasos, también conocido como método de Heun.

11.4. Ecuaciones Diferenciales Rigidas

Las ecuaciones diferenciales rigidas, 6 como son mas conocidas en la literatura: ecua-
ciones diferenciales stiff presentan algunos problemas al momento de ser resueltas con
los métodos numéricos tradicionales. Una EDO stiff se caracteriza por una etapa en la
cual existe un crecimiento 6 decrecimiento de gran pendiente, para luego estabilizarse
alrededor de alguna funcién llamada envolvente. Si bien al resolverse analiticamente,
el término de gran crecimiento (decrecimiento) se vuelve despreciable, es fundamental
considerarlo durante la primera parte del intervalo de resolucién al aplicar un método
numérico. El orden de magnitud del error global de truncamiento en un paso determi-
nado depende de la precisiéon del o los pasos anteriores. Es por esto que no todos los
métodos vistos pueden resolver correctamente, dentro de un margen de error estimado,
los problemas stiff.

Las ecuaciones diferenciales stiff surgen como solucién de una gran cantidad de apli-
caciones ingenieriles, incluyendo modelado de reacciones quimicas, solucién numérica
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales parabdlicas e hiperbdlicas, teoria de
control y modelado de circuitos eléctricos.

Ejemplo 92. Se desea resolver la ecuacion diferencial ordinaria y = —20y con la
condicion inicial y(0) =1 a fin de estimar el valor de y(1). Para ello se utilizard una
particion de 11 nodos equiespaciados y los métodos: Fuler explicito y Euler implicito
(BDF1), cuyos errores globales son del orden h; Crank-Nicolson, Heun (AM2) y Taylor
de orden 2, cuyos errores globales son del orden h®. En todos los casos, se utilizard
h = 0,1. Como la ecuacion diferencial a resolver es lineal, entonces los esquemas
implicitos planteados son autoiniciables de acuerdo a las formulas iterativas dadas a
continuacion:

» Euler explicito: yn+1 = yn(1 — 20h).

FEuler implicito: yp41 = _

14 20h°

1—10h
14 10h°

Crank-Nicolson: yn4+1 = yn

1—10h
1 10n

Heun: ypq1 =

Taylor de orden 2: yn+1 = yn(1 + 400h — 4000h?)
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Los resultados se muestran en la tabla 11.16. El unico método que converge, desde el
punto de vista de la estabilidad de las iteraciones, es el método de Euler implicito. En
las figuras 11.21 y 11.22 se muestran las iteraciones del método de Euler Implicito.

i | xi | Euler Exp. | Euler Imp. | CN/Heun Taylor Exacto

0 | 0,0| 1,0000E+00 | 1,00000E4-00 | 1,0000E400 | 1,0000E400 | 1,00000E+-00
1 10,1 |-1,0000E400 | 3,33333E-01 | 0,0000E+00 | 1,0000E+00 | 1,35335E-01
2 10,2 1,0000E+00 | 1,11111E-01 | 0,0000E4-00 | 1,0000E4-00 | 1,83156E-02
3 10,3 |-1,0000E400 | 3,70370E-02 | 0,0000E4-00 | 1,0000E4-00 | 2,47875E-03
4 10,4 | 1,0000E4+00 | 1,23457E-02 | 0,0000E4-00 | 1,0000E4+00 | 3,35463E-04
5 10,5 |-1,0000E400 | 4,11523E-03 | 0,0000E4-00 | 1,0000E4-00 | 4,53999E-05
6 | 0,6 | 1,0000E+00 | 1,37174E-03 | 0,0000E4-00 | 1,0000E4-00 | 6,14421E-06
7 10,7 | -1,0000E400 | 4,57247E-04 | 0,0000E4-00 | 1,0000E4-00 | 8,31529E-07
8 10,8 | 1,0000E+00 | 1,52416E-04 | 0,0000E4-00 | 1,0000E400 | 1,12535E-07
9 10,9 |-1,0000E400 | 5,08053E-05 | 0,0000E4-00 | 1,0000E4-00 | 1,52300E-08
10 | 1,0 | 1,0000E400 | 1,69351E-05 | 0,0000E400 | 1,0000E4+00 | 2,06115E-09

Tabla 11.16

I
0.4 \
0 }\’\ﬁ *——o o ° ® °

0.2

0.4

Figura 11.21: Solucién numérica (método de Euler Implicito) y exacta de y =

—20y.

En el ejemplo anterior todos los métodos empleados, salvo Euler Implicito, fallaron
al intentar resolver una ecuacién diferencial sencilla con pocas iteraciones. Sin embargo,
si se utiliza un incremento h lo suficientemente pequeno, es posible resolver exitosamente
la ecuacién diferencial propuesta con cualquiera de los métodos utilizados. La familia
de métodos BDF es recomendada para resolver ecuaciones stiff.

No siempre los métodos que no convergen a la solucion se estancan alrededor de un
valor. Generalmente tienden a crecer en forma indefinida 6 bien oscilar alrededor de la
solucién, como se muestra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 93. Se desea  resolver la  ecuacion  diferencial  ordinaria

y' = =50 (y — cos(z)) — sin(z) con la condicion inicial y(0) = 0 a fin de estimar el
valor de y(2). Para ello se utilizard una particion de 11 nodos equiespaciados y los
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 11.22: Solucién numérica (método de Euler Implicito) y exacta de y =
—20y, eje vertical en escala logaritmica.

métodos: FEuler explicito y Euler implicito (BDF1), cuyos errores globales son del or-
den h; Crank-Nicolson, Heun (AM2) y Taylor de orden 2, cuyos errores globales son
del orden h®. En todos los casos, se utilizard h = 0,2. Como la ecuacion diferencial
a resolver es lineal, entonces los esquemas implicitos planteados son autoiniciables de
acuerdo a las férmulas iterativas dadas a continuacion:

» Euler explicito: yn+1 = yn — h [50(yn — cos(zy,)) + sin(z,,)].

h [50 — si
» Buler implicito: yp+1 = Yt hl Cosl(j‘_"g(l); s1n(:nn+1)]'

Yn + h [—25yn + 50 cos <z"+#> —sin (%)}
1+ 25h )

s Crank-Nicolson: yp+1 =

Yn + B [50(cos(2n11) = Yo + c08(2n)) = sin(wns1) — sin(a,)]
1+ 25h '

s Heun: yp+1 =

s Taylor de orden 2: ypi1 = yn + hfn — % [50sin(xy,) + cos(zy,) + 50f,], con
fn = =50 (yn, — cos(xy,)) — sin(zy,).

Los resultados obtenidos con la aplicacion de los métodos mencionados, a excepcion
de Euler explicito (divergente y oscilante) y Taylor de orden 2 (divergente hacia me-
nos infinito), se muestran en la tabla 11.17. Nuevamente la convergencia mondtona la
logra el método de Euler implicito, pero Crank-Nicolson y Heun convergen en forma
oscilante con una pequenia diferencia entre ellos. Las figuras 11.23 y 11.24 muestran la
convergencia de los métodos Euler implicito y Heun respectivamente.

Ejercicio 51. Repetir el ejemplo anterior, pero ahora utilizar el método BDF'3 calcu-
lando los valores necesarios para iniciar las iteraciones a través del método de Euler
Implicito, con 4 pasos por nodo.

Comandos de EMT. El comando para resolver una EDO stiff es:

» ode(f$:string, t:vector, yO:nimero), donde f$ es la funcion de x e y que
representa 1, expresada como string; t es el dominio discreto sobre el que se
resolverd la EDO (nodos); y0 es el valor inicial de la EDO. La salida es un
vector con las aprorimaciones en cada nodo.
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08 r/k\
0.4
0
-0.4
0 1 2

Figura 11.23: Solucién numérica (método de Euler Implicito) y exacta de ¢y =
=50 (y — cos(z)) — sin(x).

1

0

0 1 2

Figura 11.24: Solucién numérica (método de Heun) y exacta de y =
=50 (y — cos(z)) — sin(x).
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i | xi | Euler Imp. CN Heun Exacto
0 | 0,0 | 0,00000E+00 | 0,00000E+00 | 0,00000E4-00 | 0,00000E+00
1 (0,2 8,87357E-01 | 1,66501E400 | 1,64674E400 | 9,80021E-01
2 104 | 9,10917E-01 | 4,79035E-01 | 4,76642E-01 | 9,21061E-01
3 10,6 | 822849E-01 | 1,12730E+00 | 1,12167E400 | 8,25336E-01
4 10,81 6,95131E-01 | 5,01730E-01 | 4,99223E-01 | 6,96707E-01
5 | 1,0 | 5,39078E-01 | 6,75419E-01 | 6,72045E-01 | 5,40302E-01
6 | 1,2 | 3,61477E-01 | 2,76007E-01 | 2,74628E-01 | 3,62358E-01
7 | 1,41 1,69460E-01 | 2,29708E-01 | 2,28560E-01 | 1,69967E-01
8 | 1,6 | -2,93136E-02 | -6,84932E-02 | -6,81510E-02 | -2,91995E-02
9 | 1,8 | -2,26919E-01 | -2,02134E-01 | -2,01124E-01 | -2,27202E-01
10 | 2,0 | -4,15477E-01 | -4,35603E-01 | -4,33427E-01 | -4,16147E-01
Tabla 11.17

Ejemplo en EMT 24. Resolver, a través del método para ecuaciones stiff, ' = 30—5y
con la condicion inicial y(0) = 1 para estimar el valor de y(5). Utilizar 10 pasos.

>longformat

>ode ("30-5*y",linspace(0,5,10),1)
[1, 5.58957500688, 5.96631026504,
5.99998136673, 5.99999847049,
5.99999999915, 5.99999999993]

5.99723457817,
5.99999987445,

5.99977300034,
5.99999998969,

11.5. Ejercicios

1. Construir los siguientes algoritmos en PC:

a) Método de Crank-Nicolson. Entrada: f(z,v); (zo;y0); h; =n. Salida: el
valor numérico de y(x,). Opcional: graficar los puntos intermedios hasta
llegar a la solucidn.

b) Método de Euler - RK1. Idénticas condiciones que las definidas para el
método de Crank-Nicolson.

¢) Método de Runge-Kutta - RK4. Idénticas condiciones que las definidas
para el método de Crank-Nicolson.

d) Método predictor-corrector de Adams-Bashforth-Moulton de tres
pasos. Idénticas condiciones que las definidas para el método de Crank-
Nicolson.

2. Para las ecuaciones diferenciales dadas a continuacién, graficar sus iséclinas y
deducir a qué tiende la solucién cuando x — oco.

a) y =sin(y + 2?), en [—4,5].
b) y =y? —x, en [—-2,10].

3. [EMT] En la familia de métodos predictor-corrector se sigue un esquema bésico
de 1 prediccién y 1 correccion por cada paso de iteracion realizada. Iterar sobre la
correccion, ;jlogra la convergencia a la solucién exacta? ;O sélo es una aproxima-
cién un poco mejor que la obtenida con una unica correccién realizada por paso?
Verificar la respuesta dada con la ecuacién diferencial 3’ + cos(z) = y, y(0) = —1,
y el método predictor-corrector de Euler para aproximar y(1) con h = 0,2.
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10.

11.

12.

Resolver los siguientes problemas mediante el método de Euler explicito con los
valores de h indicados. Calcular las estimaciones del error y aplicar, si es posible,
extrapolacion de Richardson:

a) y’ =1-y; y(O) =0; y(l) =7. h =0,5 h =0,25.
b) v =y +2z— 2% y(0) =0;9(02) =?. h=02; h=0,1.
¢) Y =y+e +ay; y(l) =2 y(1,03) =7, h=0,01; h = 0,005,

[EMT] Dada la ecuacién diferencial y' = x cos(x — y), con la condicién inicial
y(0) = 0, resolverla para calcular y(1) utilizando el método de Euler implicito,
pero en vez de predecir el valor por medio de otro método resolver la ecuacién no
lineal planteada en cada paso. Operar con aritmética de 5 digitos, truncamiento
y un minimo de 5 pasos.

El problema de valor inicial 3 = 3'/3, y(0) = 0 tiene dos soluciones: y; = 0 e

Yo = (%:L’) 3/ 2, para x > 0. Si se aplica sobre ambos el método de Series de Taylor,

,,qué sucede?

[EMT] Considerar la ecuacién diferencial 3’ = y. Si la condicién inicial es
y(0) = ¢, entonces la solucién es y = ce®. Si un error de redondeo ¢ ocurre
en la PC al ingresar el valor inicial ¢, jqué efecto tiene sobre la solucién cuando
x =107 ;Y cuando = = 207

Repetir el ejercicio anterior, con las mismas condiciones planteadas, pero con la
ecuacion diferencial 3y’ = —y.

Suponer que una ecuacién diferencial se resuelve numéricamente en el intervalo
[a,b] y el error local de truncamiento es ch?. Mostrar que, si todos los errores
de truncamiento tienen el mismo signo (el peor caso posible), entonces el error

global de truncamiento es (b — a)ch?~!, donde h = 2.

2
Considerar la ecuacién diferencial ordinaria y' = (xy)3 — (%) , con la condicién

inicial y(1) = 1. Realizar un paso con h = 0,1 y:

a) El método de Series de Taylor de orden 2.
b) El método RK2.

Comparar los resultados obtenidos.

[EMT] El método RK3 responde a la ecuacién iterativa:

1
Ynt1 = Yn + 5(2K1 +3K3 +4K3),

donde:
Kl = hf(xnvyn)

h K
K2 :hf <xn+ayn+1>

2 2
3h 3K
K3 = hf (xn + Zayn + 42>

;,Cual es el orden del error de truncamiento?

[EMT)] Resolver la ecuacién diferencial 4’ = 10y + 11z — 522 — 1 con la condicién
inicial y(0) = 0, el método RK4 y h = 278. Calcular la solucién exacta y grafi-
car ambas soluciones en el intervalo [0, 3]. Repetir el ejercicio pero ahora con la
condicién inicial a y(0) = ¢, con € pequeno. ;Qué ocurre?

224



11. Resolucion Numérica de EDO

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

[EMT] Considerar la ecuacién diferencial:

r_ [ ytz, zel-1,0]
vy = y—z, x€l0,1],

con la condicién inicial y(—1) = 1. Resolverla en el intervalo [—1,1] y RK4 utili-
zando h = 0,1. Resolver nuevamente pero ahora utilizar h = 0,09. ;Qué solucién
es mas precisa? jPor qué?

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales para aproximar y(3), con el mismo
incremento h para todos los casos, la condicién inicial y(2) = 1 y los métodos:
Heun, AB2 y AM2:

a) y =sin(x) — ¥

b) ¥y =2cos(z) — 3y + =

¢) y' = sin(y)(z? + cos(x))
Mostrar que el método RK3, descrito en el inciso 11, plantea el mismo esquema
iterativo que el método de Series de Taylor con la ecuacién diferencial v/ = z +y.

En general, esto se cumple para cualquier ecuacion diferencial, con la expansién
hasta h3.

)
1+ 22

[EMT) Determinar con qué valores iniciales la ecuacién diferencial y' =

diverge cuando x — oo.

Determinar el valor numérico de:

3
/ scos(s)ds,
2

de tres maneras: integrando numéricamente, resolviendo una ecuacién diferencial
ordinaria y calculando la integral en forma exacta. Comparar los resultados.

Dada la ecuacién diferencial ¢y = sin(y) con el valor inicial y(0) = 1, utilizar el
método RK4 para obtener una aproximacién de y(0,5) con 2 y 4 pasos. Mejorar
la estimacion utilizando el método de extrapolaciéon de Richardson.

Mostrar que el método de Heun falla al tratar de aproximar y(2) para la ecuacién
diferencial 3/ = 3y'/? con la condicién inicial 3(0) = 0. ;Es posible resolver con
algin método diferente este problema?

(Es el método de Heun estable al tratar de calcular y(1) para la ecuacién dife-
rencial ¥/ = 2xy? con la condicién inicial 3(0) = 1? ;Por qué?

Estimar el tamafio de paso necesario para lograr la convergencia de la ecuacién
diferencial ¥y’ = —\y, con A > 0 y la condicién inicial y(0) = 1 en el intervalo
[0, 2].

[EMT] Es posible resolver una ecuacién diferencial de orden superior generando
un sistema de ecuaciones no lineales y utilizando los esquemas de resolucién para
ecuaciones de orden 1. Aproximar numéricamente y(1) para la ecuacién diferencial
y" — 2y’ — 3y = cos(z) con las condiciones iniciales y(0) = 1; /(0) = —1. Utilizar
el método de Euler explicito y, al menos, 20 pasos.

[EMT] Repetir el ejercicio anterior, con idénticas condiciones de trabajo, pero
ahora utilizando el método Crank-Nicolson. Para la prediccién de valores, utilizar
el método de FEuler explicito. ; Es posible aplicar Crank-Nicolson como un método
autoiniciable?
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24. [EMT) Dado el sistema de ecuaciones diferenciales:

d—x—x—aj
at "
dy

a —y + xy,

con las condiciones iniciales z(0) = 4; y(0) = 1, resolverlo con el método predictor-
corrector de Euler explicito y Crank-Nicolson, utilizando ¢ € [0,20] y:

a) 100 pasos.
b) 1000 pasos.

Graficar z vs y en los 2 casos planteados.

25. [EMT] Repetir el ejercicio anterior, pero ahora utilizar:

a) 2(0) = 2 y(0) = 1
b) 2(0) = 4,5 y(0) = 1,5,
¢) 2(0) = 7; y(0) =2,

con 1000 pasos. La solucién grafica de este tipo de sistemas se asocia con los
denominados ciclos limite.
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Solucion de los ejercicios
de numero impar

Capitulo 1 - Conceptos Basicos del Calculo Numérico

Ejercicio 3:
Para el caso planteado, p = %b*c v a =~ b+cconlo que p =~ a. Entonces p—a =~ 0
lo que implica una cancelacion catastroéfica. Por lo tanto, el drea dara cero.

Ejercicio 5:
Salvo en el primer ejemplo, los otros tres no dan exactamente cero. Los resultados
son (en orden de ejecucion): —ens; €nr/4 y €nr/8.
Ejercicio 7:
a) Antes de anidar 9 flops y luego de anidar 6 flops.
b) Antes de anidar 8 flops y luego de anidar 7 flops.
¢) Antes de anidar 9 flops y luego de anidar 7 flops.
Ejercicio 9:
3719119 = 44410365 = 1105075 = 25A40;1; = B0465.
Ejercicio 11:
a) eq = 3,20 x 1072
) eqa=151x1072
) eq = 3,40 x 1073
) ea = 5,00 x 107*

S

o

d

Ejercicio 13:
El codigo correspondiente se encuentra en la seccién de Cédigos para Fuler Math
Toolboz.

Ejercicio 15:
La segunda expresién es estable, la primera no.

Ejercicio 17:
La primera expresién es mas sensible al error que la segunda, aunque ambas se
pueden considerar bien condicionadas alrededor de xg = 2.

Ejercicio 19:

Si bien en todo el intervalo tiene buena precisién, la peor se consigue en los
alrededores de /4.
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Ejercicio 21:
Con la férmula original, £(0,0001) = 0 puesto que el numerador de la fraccién de

anula. Pero utilizando:
e —1

i
l+z+2 1
x

2
T+ 5

x

fz) =

Q

~
~

se obtiene un valor que coincide con el limite de la funcién: f(0,0001) = 1.

Ejercicio 23:

1. El desbordamiento de memoria ocurre por overflow.
2. En este caso no, ya que el overflow ocurre al calcular 30025,
3. function Ej23TP1(L,k)

f=1;

for i=1 to k

f=f*L/(i*exp(1));
end

return {f}
endfunction

4. El resultado obtenido al ejecutar Ej23TP1(300,125) es 1,19831 X 1046,

Ejercicio 25:
Sea f(r) = 0. Asumiendo que r es una rafz simple, se sabe que f/(r) # 0. Entonces
es posible generar una funcién F(z) = f(z) + eg(z) y aproximarla con una serie
de Taylor en cercanias de r, donde estara la nueva raiz:

F(r4+h)=0
= f(r+h)+eg(r+h)

1 1
~ 10041700+ 51270+ o) g ) + 39297
tomando como negligentes los términos en h? y aplicando que f(r) = 0:

gtr) 9

h~ —¢ ~ —¢
f'(r) +eg'(r) f'(r).
20 2020
Para el ejercicio planteado, h =~ —¢ 9(20) = —e——, lo que es un incremento
1(20) 19!

muy grande.
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Capitulo 2 - Resolucion de Ecuaciones No Lineales

Ejercicio 3:
La raiz por Biseccién es xp = —1,99805, la solucién exacta es x = —2.

Ejercicio 5:
La raiz por Newton Raphson es xyr = 4,7300, en 3 iteraciones. La raiz por
Secante es xg = 4,7300, en 4 iteraciones.

Ejercicio 7:
Con Newton-Raphson se obtiene una convergencia superior a lineal. No se puede
determinar con precisién debido a que son pocas las iteraciones. Con Biseccién la
convergencia es lineal, de tasa 0,5.

Ejercicio 9:
a) >plot2d("8x-cos(x)-2x"2",xmin=-1,xmax=5) ;
b) Por Regula Falsi, la primera raiz es xgrp = 0,128077, en 4 iteraciones; la
segunda raiz es xrp = 4,07322, en 6 iteraciones. Por Biseccién, la primera
raiz es xp = 0,128074, en 16 iteraciones; la segunda raiz es zp = 4,07321,
en 16 iteraciones. El intervalo utilizado para la primera raiz fue [0; 1] y para
la segunda [4; 5].

¢) Ambos esquemas son ttiles para el cdlculo de la primera raiz:

_ 2z% + cos(z)

= ¢1(z) S
o= 240

d) En los cuatro casos analizados, la convergencia es lineal y se calculé sobre la
primera raiz:
s Biseccién: CL = 0,5
= Regula Falsi: CL = 0,02463
= Punto Fijo - ¢1(x): CL = 0,04804, o =0
» Punto Fijo - ¢a(z): CL = 0,01658, g =0

Ejercicio 11:
Los intervalos quedan determinados por la aritmética utilizada, porque se observa
un comportamiento fractal.

Ejercicio 13:
Una de las raices complejas de la funcion es —1,00286e — 011 + 14, obtenida en 6
iteraciones.

Ejercicio 15:
La rafz obtenida por Biseccién y e = 1 x 1073 es g = 6,00010. Luego de cambiar
el coeficiente no se encuentra raiz en el intervalo indicado.

Ejercicio 17:
La funcién a utilizar es f(z) = 2> — R, es convergente para cualquier niimero
positivo y con cualquier semilla.

Ejercicio 19:
a) La raiz por Biseccién es zp = 0,999984741211, convergiendo en 30 iteracio-
nes y con la condicién de corte: e =1 x 1074 .
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Solucion de los ejercicios de niimero impar

b) La raiz por Regula Falsi, en 500 iteraciones y ¢ = 1 x 107% es xrp =
1,54928409254.

¢) La rafz por Secante, en 10 iteraciones y e = 1x 1072 es x5 = 0,245121540175.
d) Laraiz por Secante, en 15 iteraciones y ¢ = 1x107° es x5 = —0,04523352526.

e) Falla el algoritmo, pero la salida obtenida por Regula Falsi, en 3 iteraciones
ye=1x1072 es xpr = 3,99998776364. No es raiz, fallé el algoritmo.

Ejercicio 21:
No se puede establecer claramente el orden de convergencia. Se puede asegurar
que es superior a lineal.

Ejercicio 23:
La funcién dada es asintética a z, por lo tanto nunca se verifica que x = f(z).
Esto no contradice al Teorema de Punto Fijo puesto que no se cumple la condicion
de funcién autocontenida.

Ejercicio 25:
a) Los puntos fijos de la ecuacién logistica son z =0y z =1 — é
b) Como ¢'(z) = a(l —2z): x = 0 es atractor sia € (0;1) y z =1 — 1 es
atractor si a € (1;3).

c¢) Las iteraciones converge cuadraticamente cuando la derivada del mapeo se

anula,estoesazOparaszyazQparaa::%.

d) A=[0:0.5:4]’; plot2d("A*x*(1-x)",xmin=0,xmax=1) ;
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Capitulo 3 - S.E.L. - Métodos Directos

Ejercicio 3:
Luego de aplicar tres transformaciones, cada una involucrando dos operacio-
nes entre filas: Fy = Fy + (=1)F1, F§ = F3 + (-1)Fy; Ff = 1 + (—1)F,
Ff = F3+ (=2)Fy; FY = Fi1 + (1)F3, F5 = Fy + (—2)F3; se obtiene la inversa:

3 =3 1
A=| -3 5 =2
1 -2 1

Ejercicio 5:
La inversa de la matriz A es:

1 -6
-1 _
=l 7
con lo que las normas son [Al, = max{l+ 5,1} = 1 + [§] ¥y

|A7Y|, = méx {1+ | —6|,1} = 1+|d|. El producto de ambas normas es (1+]4])?.
Si § es pequeno, A es bien condicionada. Si d es grande, A es mal condicionada.

Ejercicio 7:
a) [|A] = 0,7469;

AY| | =3,757; Koo(A) = 2,806;

A1 [ —L014 2,326
— | 2,583 —1,174

b) |Bllo = 1,523;

B! = 3,828; Koo (B) = 5,830;

[ 14 —03724
B _[—1,828 2

¢) ||C|l» = 0,3025;

CY|| = 4,376; Koo (C) = 1,323;

ol 4,726 —0,1001
| —0,05006 3,346

d) Dl = 1,179; |

D! =12580; Koo (D) = 14840;

ot [ 1361 5739
T —289,1 12300

Ejercicio 9:
Ir1l, = 7,50 x 1074 ||ra|, = 2,54 x 1074

Ejercicio 11:
En todos los items se utilizdé descomposicion de Doolittle.

a)
1 0 0 0,3959  0,6252 0,2368
L=|145%9 1 0]; U= 0  —0,7657 —0,007099
1,944 0,5435 1 0 0 0,4454
1,023 2,773 —1,31
A~t=1| 1927 —1,293 —0,02081

—2581 —1,22 2,245
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Solucion de los ejercicios de niimero impar

1 0 0 0,0061 0,7827  0,8737
L= 09119 1 0l; U= 0  —0,6684 —0,5963
0,8172 —0,2318 1 0 0 0,1411

1,335 0,9739 —1,372
B'=| 7863 —2961 —6,322
—7,285 1,642 7,087

c)
1 0 0 0,3517 10,3487 0,0223
L= 1,224 1 0f; U= 0 0,5242 0,7987
2,686 —0,6035 1 0 0 1,276

1,273 —1,206 1,134
cl=| 1,755 1,186 —1,194
—2,683 0,4729 0,7836

Ejercicio 13:
La matriz A es definida no negativa. La matriz B es definida positiva.

Ejercicio 15:
Suponiendo posible la descomposicién LU de Doolittle:

_| 1 0, | U U |,
L_|:L21 1:|’ U_|:0 U22:|7

Lo1Uir LoyUis + U
pero es imposible que Uy =0y LayUr; = 1.

A:LU:[ Un Uz }

Ejercicio 17:

Si, debido a que los autovalores de A, A1, Ao, ..., \,, son necesariamente positivos
y reales. Por lo tanto los autovalores de A~! también son positivos y reales:
11 1

T17 T27 ceey E.

Ejercicio 19:
Independientemente de la norma matricial utilizada:

_ 1 _ _
Klaa) = ol [(ea)™ | =lal 1a] | 1] A~ = 1Al ] = K(a)
Ejercicio 21:
Operando con 3 digitos de mantisa, x = [0,999; —99,9]7.

a) x = [1,14; -85,7]".
b) x = [-8,65 x 10'%; —8,67 x 107]7.
¢) x = [-1,15; -325]T.

Ejercicio 23:

apg = 10; a] = 34; ag = —9; as =0.

Ejercicio 25:
a > 0; ¢ > 0; no hay condiciones para b.
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Capitulo 4 - S.E.L. - Métodos Iterativos

Ejercicio 3:
La matriz A se gener6 con A=CondMat (1074,2) y se operd con una mantisa de 4
digitos:
A— [ 0,5952 0,7472 }
0,2382 0,2990

La solucién obtenida por Gauss:

73730
—58740

Resolviendo por Refinamiento Iterativo, en sélo un paso:

[ 73750
~ | —58750

Ejercicio 5:
Con el método de Jacobi, una aritmética de 3 digitos y truncamiento, el sistema
no converge a la solucién.

Ejercicio 9:
Los axiomas del elemento nulo y la linealidad se cumplen. No se cumple al axioma
de la desigualdad triangular, por ejemplo con este par de matrices:

A _ | 0.0469 0,0469 _ [0513 0,941
~ | 0979 0457 |’ ~ | 0,253 0,226

Ejercicio 11:
La solucién por Gauss es x = [—1,25;10;0]7. El sistema planteado no converge
al utilizar Gauss Seidel.

Ejercicio 13:
La iteracién de Jacobi es:

x(mt1) = x(m 4 p ! (b _ AX(n)) ,
ahora, D 2p = BD4, entonces:

x("t) = x(M 4 (BD4)™! (Bb - BAX(n))
=x™ + DA~ 'B7'B (b - Ax(">)
=x(M 1 Dy (b - Ax(”)>

Ejercicio 15:

Este sistema fue descrito por Wilkinson en un articulo de 1961 sobre estabilidad
numérica en operaciones matriciales.

a) p(P) = 1,4565

b) El sistema converge a x = [0,39472;0,62470]7, que es la solucién, pero des-
pués de una gran cantidad de iteraciones. Este fenémeno es frecuente debido
a la mala condiciéon de la matriz de iteracidon, que ademds es casi singu-
lar, y entonces genera perturbaciones en la aritmética de punto flotante. Se
converge a la solucién del sistema en forma excesivamente lenta.
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Ejercicio 17:
Se desea calcular el valor de %, entonces sea f(x) = 1

- — r. El esquema iterativo

T
de Newton Raphson es x,11 = xp, — f,( n) , por lo que:
1 _
Tn
Tntl = Tp — 1
—

=y + (1 —ray,)

=z,(2 —ra,)

Este esquema es convergente siempre que p(I — AB(O)) < 1.

Ejercicio 19:
Para ambos sistemas, se utilizé x(©) = [2; —1]7.

a) wopt = 1,4, logra convergencia en 19 iteraciones. Analizando en forma mas
profunda, we,: = 1,3168, convergiendo en 14 iteraciones.

b) wopt = 1, logra convergencia en 9 iteraciones. Analizando en forma més
profunda, wyp: = 1,0366 0 sino wep; = 1,0540, convergiendo con cualquiera
de ambos parametros en 6 iteraciones.

Ejercicio 21:
A y b se componen a través de los siguientes bloques:

A _ [ 0925 0650 A, _ [ 0833 0172
Y71 0,464 0,900 |’ 271 0,859 0,00712
0,484 0,715 0,89 0,559
B= [ 0,563 0,544 } b= [ 0,813 ] » b2= [ 0,896 }
En 87 iteraciones se obtiene x = [5,77;7,21]7, y = [-7,23; -7,89]". Con los

métodos de Jacobi y Gauss Seidel ambos iterados divergen, ya que p(By) = 12,25
v p(Bs) = 26,04.

Ejercicio 23:
Sea x un autovector de A asociado a A tal que ||x|| =1y p(A) = |A|. Entonces:

p(A) = Al = [Al[[x]| = [[Ax]| = [[Ax| < A |Ix] = Al
Ejercicio 25:
El sistema de ecuaciones:

0,6232z; + 0,04384x2 + 0,6298z3 = 0,9502
0,3633z1 + 0,5284x2 + 0,7228z3 = 0,08094
0,2564x1 + 0,2823x2 + 0,7924x3 = 0,9269

cumple con las condiciones pedidas y es convergente si se aplica el método de
Gauss Seidel.
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Capitulo 5 - Autovalores

Ejercicio 3:
a) Pa(A\) = M3—14\24+87\—354; P(8,6751) = P(2,6624+5,8067i) = P(2,6624—
5,8067i) = 0
b) Pg(\) = A3 —18\2 + 137\ —36; P(8,8638+7,32157) = P(8,8638 —7,32157) =
P(0,27237) =0
¢) Po(\) = A3 — A2 — 43X\ + 16; P(6,8977) = P(0,37009) = P(—6,2678) = 0
Ejercicio 5:
a) A3 = —0,071588
b) A23 = —0,29817 £ 0,099980:
¢) A3 =0,17682
Ejercicio 7:
Sea A no singular, entonces existe A~! y, por propiedades de determinantes:
I-AB - AI|=|A7!|[I- AB - AI||A|
=[ATTI-AB - A A|
=[(AT"=B-2XATHA]
=|I-BA - \I|.

Como ambos polinomios caracteristicos son iguales, entonces ambas matrices tie-
nen los mismos autovalores.

Ejercicio 9:
Como L es triangular superior y su diagonal principal contiene s6lo unos, entonces
IL| =1y por lo tanto existe L~

|A — \I| = |LU — M|
= |L7!||LU = AI| [L|
= |UL — M.

Como ambos polinomios caracteristicos son iguales, entonces ambas matrices tie-
nen los mismos autovalores.

Ejercicio 11:
Si la matriz A es de orden n, entonces la cantidad de discos de Gerschgorin en n.
Ahora, cada disco debe contener un autovalor, ya que no pueden existir regiones de
Gerschgorin disjuntas vacias. Esto excluye la posibilidad de autovalores complejos,
ya que en los polinomios reales si a + bi es raiz, a — bi también lo es. ahora, si
A\ = a+bi € Dy, entonces A = a — bi € Dy, 1o cual no es compatible con el segundo
teorema de Gerschgorin. Por lo tanto, A sélo tiene autovalores reales.

Ejercicio 13:
Aplicando el segundo teorema de Gerschgorin:

a) My = D1 UDyUDsy My = Dy, por lo tanto puede haber como maximo
dos autovalores complejos (conjugados) en M;.

b) My = D1y Ms = Dy U D3 U Dy, por lo tanto puede haber como maximo
dos autovalores complejos (conjugados) en Ma.
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Ejercicio 15:
Esto ocurre porque x = [4; —5; 1]T es uno de los autovectores asociados a A = —3,
cualquier otro vector que no sea una compresién o expansién de x convergird a
A = 4, siempre dentro de los limites de precisiéon numérica de la computadora
utilizada.

Ejercicio 17:
Deben reemplazarse dos lineas de cédigo, programando en EMT':
= g=z/norm(z) reemplazar por g=z/norm(z,0)
= L=q’.A.q reemplazar por L=q’.A.q/(q’.q)
Ejercicio 19:
Si A=PDP !y A" = PD"P! entonces:
AT = A"A
=PD"P 'PDP!
=PD"DP!
— PDTL+1P71

Ejercicio 21:
a) El cédigo esta disponible en el Anexo: Cédigos para Fuler Math Toolboz.

b) Con la matriz A dada, se obtiene la siguiente salida:

1 0 0 O
4 -1 0 O
S= —-69 -7 1 0
53 80 6 -1

Ejercicio 23:
a) Calculando sélo los valores de P;(«):
» Py(4) =1; Pi(4) =1; Py(4) = —4; P3(4) = —1; Py(4) = 15, por lo tanto
existen dos autovalores menores que 4.
» Py(2) =1; Pi(2) = 3; P2(2) = 2; P3(2) = 1; Py(2) = —5, por lo tanto
existe un autovalor menor que 2.
b) P(A) = A* — 18)\3 + 112)2? — 278\ + 231.
¢) Luego de 1 iteracién, la raiz de P(\) es A = 3.

Ejercicio 25:
>A=[1,2,3;-2,4,5;-3,-5,4];

a) >x=[1;1;1]; k=300; L=zeros(1,k);
>for i=1 to k, x=A.x/norm(A.x); L[i]=x’.A.x; end
>plot2d(L);

b) >x=[1;1;1]; k=1.5E5; L=zeros(1,k);
>for i=1 to k, x=A.x/norm(A.x); L[i]l=x’.A.x; end
>mean (L)
3.53922351004

¢) En ambos casos, se utiliza para graficar y calcular el promedio, las 200
iteraciones siguientes a las indicadas en el enunciado.

236



Solucion de los ejercicios de niimero impar

>B=inv(A-13.817*eye(3));
>x=[1;1;1]; for i=1 to BEH, x=B.x/norm(B.x); end
>L=zeros (1,200);
>for i=1 to 200, x=B.x/norm(B.x); L[i]=x’.A.x; end
>plot2d(L); mean(L)

1.92172939569
>B=inv(A-13.818%eye(3));
>x=[1;1;1]; for i=1 to BE5, x=B.x/norm(B.x); end
>L=zeros (1,200);
>for i=1 to 200, x=B.x/norm(B.x); L[il=x’.A.x; end
>plot2d (L) ; mean(L)

3.41401005706

Esto ocurre porque, si p < 13,817, es menor la distancia del desplazamiento
al autovalor real, por lo que el algoritmo converge muy lentamente. En cam-
bio si p > 13,818, la distancia es menor con respecto a ambos autovalores
complejos, por lo que el algoritmo oscilard sin lograr convergencia.
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Capitulo 6 - Sistemas de Ecuaciones No Lineales

Ejercicio 3:
a) >plot2d("x"2-2x-y+0.5",level=0,a=-4,b=4,c=-2,d=2)
>plot2d ("x"2+4y~2-4",level=0,add=1)
b) Utilizando x(® = [5;3,5]7 y una aritmética con truncamiento de 8 digitos,
converge a [1,9006767;0,31121856]” en 8 iteraciones.

¢) Con a =~ 2,12356 se obtiene estabilidad de los cocientes Axpio/Axj 1 en
0,801133.

Ejercicio 5:
Se logra convergencia a [0,63889691; 0,76929235]T después de 3 iteraciones.

Ejercicio 7:

Independiente de la semilla elegida, el sistema a) converge en sélo en [1;0]T,
mientras que el sistema b) converge sélo en [0; 1]7.

Ejercicio 9:
a) >a=-1; b=2; c=4;
>plot2d ("x"2+y~2-(c-a"3/b"2) *x+2*bxy-b~2-c*a~3/b~2",level=0,
a=-2,b=6,c=-6,d=2) ;
>plot2d ("x*y",level=a~3/b,add=1);
b) La ecuacién de circunferencia queda reducida a un solo punto. El sistema de
ecuaciones tiene por solucion: [1; —1]T, lo que coincide con la solucién real
de la ecuacioén cuibica asociada: x = 1;
Ejercicio 11:
a) >plot2d("x"2-3y+cos(x*y)",level=0,a=-4,b=0,c=0,d=4);
>plot2d ("x+y-sin(x)*sin(y)",level=0,add=1);

b) Converge a [—3,2053306; 3,2015160]7 luego de 30 iteraciones, con un valor
de tolerancia de e = 1 x 107°.

c¢) La variable y converge en 29 iteraciones, mientras que z converge en 30
iteraciones.
Ejercicio 13:
a) Una posible regién R es [—2;2] x [—2;2].

b) >plot2d("x+x"3+2*xxy+x*y 2" level=0.5,a=-2,b=2,c=-2,d=2);
>plot2d ("y+y*x~2-2*x*y~2+y~3",level=0.5,add=1);

¢) Con un error de tolerancia de 1 x 107° y aritmética de 8 digitos con trunca-
miento, se logra la convergencia a [0,3072664; 0,48473223] en 11 iteraciones.

Ejercicio 15:
a) Puede minimizarse el cuadrado de la expresién de la distancia:

D(z,u) = (x —u)®> + (x> + 3%z + 5 — cos(u))?,
donde las funciones que componen el Gradiente:

g1(z,u) = 0D(x,u)/0x
g2(z,u) = 0D(z,u)/0u

permiten generar el Jacobiano.

238



Solucion de los ejercicios de niimero impar

b) Utilizando como semilla a [0;0]7, se logra la convergencia luego de 6 itera-
ciones a [—1,2815405; —0,45217055]. Se utiliz6 una aritmética de 8 digitos
con truncamiento.

Ejercicio 17:
Utilizando el método de Newton Rapshon, un error de tolerancia de 1 x 107> y:

= [0,8;0]7 como semilla, se obtiene la convergencia a [0,88159259; 0,21359471]7
en 4 iteraciones.

= [1,4;3]7 como semilla, se obtiene la convergencia a [1,3294021; 3,0618225]%
en 5 iteraciones.

Ejercicio 19:
a) Partiendo de la semilla [2;2]T, se logra la convergencia en 6 iteraciones. Los

resultados intermedios se muestran en la tabla 11.18, donde se verifica que
xp+yr = L.

b) Partiendo de la semilla [2;2;2]7, se logra la convergencia en 6 iteraciones.
Los resultados intermedios se muestran en la tabla 11.19, donde se verifica
que 3xr +4yp + 2 = -2y —xk +yr — 2 = —1.

k Tp Yk

0 | 2,0000000E+00 | 2,0000000E+00

1] 2,3127091E+00 | -1,3127091E+00

2 | 1,3567677E+00 | -3,5676775E-01

3 | 1,0464386E+00 | -4,6438667E-02

4 | 1,0008879E+00 | -8,8791974E-04

5 | 1,0000003E+00 | -3,2842950E-07

6 | 1,0000000E+00 | 0,0000000E+00

Tabla 11.18
k Ty Yk 2k
0 | 2,0000000E+00 | 2,0000000E+00 | 2,0000000E+00
1| 1,7597972E4-00 | -1,3039188E+00 | -2,0637161E+00
2 | 5,0623552E-01 | -8,0249420E-01 | -3,0872973E-01
3 | -1,3387528E-01 | -5,4644988E-01 | 5,8742539E-01
4| -1,4557778E-01 | -5,4176888E-01 | 6,0380889E-01
5 | -1,4559041E-01 | -5,4176383E-01 | 6,0382657E-01
6 | -1,4559041E-01 | -5,4176383E-01 | 6,0382657E-01
Tabla 11.19
Ejercicio 21:
a) [Tp)| =2 —y+ 1.
1
b) xO = [zg;90]"; x(V = ——————[22 + 1 — zoyo; zo(zd +2 — 20 — 2 T,
) [0; Yol x%—y0+1[ 0 0Yo; Zo(xp 0 — Zoyo)]

No se verifica que, al sumarle 1 al cuadrado de la primera componente, el
resultado sea igual a la segunda componente.
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Ejercicio 23:
Cada funcién se considera evaluada en xp, yg:

xV = xO — -1 <X<o>) F (Xm))
e S
1 Yo fmgy - fygz —9z  fz g

— {xo } _1[fgy_fyg}
Yo fxgy _fyg:c fz9 — [9z

Entonces, separando los vectores en sus componentes iterativas:

fay — 1yg . f29 — f9x

I1 = o — ; Y1 = Yo —
fa:gy - fygx’ fﬂcgy - fyga:

Ejercicio 25:

a)

b)

>plot2d( "x"2+y~2-25",level=0,a=-10,b=10,c=-6, d=6) ;
>plot2d("x"2-y~2-2",level=0,add=1) ;

La regién simétrica para las raices del primer y segundo cuadrante, asi como
para las raices del tercer y cuarto cuadrante, son los puntos de la forma (x; 0).
La regién simétrica para las raices del segundo y tercer cuadrante, como para
las raices del primer y cuarto cuadrante son los puntos de la forma (0;y). Sin
embargo, no se puede elegir ningin punto de ambas regiones como semilla,
puesto que Jg(x) = —8zy.

Cualquier punto de R? que no esté en las regiones descritas en el inciso
anterior converge a alguna de las 4 soluciones identificadas en el gréfico.
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Capitulo 7 - Interpolacion

Ejercicio 3:
a) p(z) = 0,00049992% — 0,0522 + 2,0499x + 12.

b) No es posible construir un spline de Hermite por no tener informacién de la
derivada.

¢) p(25) = 39,808; p(35) = 43,929; p(45) = 48,548.

Ejercicio 5:
Utilizando la particion equiespaciada del intervalo dado:
a) L(z) = —0,024115z* + 0,352812% — 1,48212% + 1,3795z — 0,15852
b) s1(x) = 0,04620323 — 0,5397422 4 0,54030z — 0,15852

1()
sa(x) = 0,1365722 — 0,8716722 4 0,871762 — 0,20639
s3(x) = —0,09489123 + 1,59122% — 7,8621x + 10,115
s4(z) = —0,102742% + 1,56092% — 6,89362 + 7,0051

Ejercicio 7:
Para ambos incisos se utiliza la tabla 11.20:

z k=0 k=1] k=2 | k=
10,000 | 33,000 | 35,000 | 34,875 | 34,750
20,000 | 37,000 | 34,500 | 34,125 | -
30,000 | 42,000 | 36,000 | - _
40,000 | 46,000 | - - -

Tabla 11.20

a) Solubilidad a 15°C": 34.875
b) Solubilidad a 15°C": 34.750

Ejercicio 9:
No es posible interpolar f(1,4) con los valores dados, ya que esa abscisa no
estd dentro del intervalo de interpolacién. Es necesario utilizar alguna técnica
de extrapolacién en este caso.

Ejercicio 11:
>x=[-3, -1.501, -0.8344, 1.912, 2.558, 4]
[-3, -1.501, -0.8344, 1.912, 2.558, 4]
>S=Spline(x,x,5)

5.13e-005 1 0 0

1.678e-005 1 0 0

7.872e-006 0.99999 0 0

-3.38e-005 1 0 0

-3.62e-005 1 0 0
>plot2d(x,x,color=blue);
>plot2d("polyval(S[1,:],x)",x[1],x[2],add=1,color=red,style=".-");
>plot2d("polyval(S[2,:]1,x)",x[2],x[3],add=1,color=red,style=".-");
>plot2d("polyval(S[3,:1,x)",x[3],x[4],add=1,color=red,style=".-");
>plot2d("polyval(S[4,:],x)",x[4],x[5],add=1,color=red,style=".-");
>plot2d("polyval(S[5,:],x)",x[5],x[6],add=1,color=red,style=".-");
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Ejercicio 13:
Es mejor utilizar un spline de Hermite puesto que tiene menos error con respecto
a la curva original. Si bien no se asegura la continuidad de la derivada segunda,
si se asegura que s € CL.

Ejercicio 15:
Se utilizard el rectdngulo que tiene por vértices a: [0;0], [2;0], [2;2] vy [0;2].
Ademds, se agregan los puntos intermedios de cada segmento: [1;0], [2;1], [1;2] y
[0; 1].

>t=1:9; x=[0,0,0,1,2,2,2,1,0]; y=[2,1,0,0,0,1,2,2,2];
>tx=spline(t,x);

>ty=spline(t,y);
>X=splineval(linspace(1,9,100),t,x,tx);
>Y=splineval(linspace(1,9,100),t,y,ty);
>plot2d(X,Y,color=blue,a=-1,b=3,c=-1,d=3);
>plot2d(x,y,points=1,style="o#",add=1);

Ejercicio 17:
a) p(x) = —0,0663052% + 0,971452% — 3,9931x + 4,2096
b) p(z) = —0,066305(x —5,4747)3 —0,11756(x — 5,4747)% +0,68170(x — 5,4747) +
0,58528

c¢) Para el sistema original: Koo, = 1,39 x 10%. Para el sistema desplazado:
Koo = 8,14 x 101,

Ejercicio 19:
Graficando P;(x) se sabe que las raices son [1;2;4;5; 7] y que P(9) = 1, con lo que
ya se identificaron los nodos de interpolacién. Quien no cumple con estos nodos
es Py(z), la versién correcta es:
1 4 104 . 131 1231
P __+ o5, % 4 VR 3 19l o 7
@) =gt Y T T T ot
Ejercicio 21:
Utilizando la construccion del polinomio de Lagrange:

q(z) = p(x) — 61l(x) + 30ls(x)
— p() — 31lg(x)

:x4_x3+x2_x+1_31(a:—2)(x—1):1:(:c+1)(a:+2)

120

Ejercicio 23:
El polinomio minimo que cumple con las condiciones del enunciado es
p(x) = 7,813(x), puesto que l3(x) vale 0 en todos los nodos, salvo en x = 2,61 que
vale 1.

Ejercicio 25:

>x=linspace(-5,5,8); y=1/(1+x"2);
>plot2d(x,y,points=1,style="o#",color=blue);
>d=interp(x,y); p=polytrans(x,d);

>plot2d ("polyval(p,x)",xmin=-5,xmax=5,add=1,color=blue);
>i=0:8; x2=0.5%(5-5)+0.5%(-5-5)*cos((2*i+1)/(2*8+2) *pi);
>y2=1/(1+x272);
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>plot2d(x2,y2,points=1,style="o#",color=red,add=1);
>d2=interp(x2,y2); p2=polytrans(x2,d2);
>plot2d ("polyval(p2,x)",add=1,color=red);
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Capitulo 8 - Ajuste de Datos

Ejercicio 3:
Debe linealizarse la funcién de acuerdo al siguiente esquema:s:

In <1—1> = —ax
Yy

Y = Ax,
por lo que el valor de la constante a determinar es: a = —0,5046.

Ejercicio 5:
Debe linealizarse la funcién sugerida de acuerdo al siguiente esquema:
In(y) — In(z) = In(a) + bz
Y = A+ bz,

donde las constantes originales toman los valores: a = 3,06; b = —2,01, cometiendo
el error: |le||2 = 5,72 x 1074,

Ejercicio 7:
Los coeficientes de mejor ajuste son: ag = 3,1347 y a1 = 0,074451.

Ejercicio 9:

Los coeficientes de mejor ajuste para un polinomio de grado tres son:
ag = —0,084833; a1 = 1,6918; as = —0,79628 y a3 = 0,084637, dados en orden
creciente. El polinomio de grado cinco que ajusta los datos dados tiene por coefi-
cientes a: ag = —0,055778; a; = 1,093; ay = 0,1067; a3 = —0,3485; a4 = 0,082131
y a5 = —0,0053744. Sin embargo, no es lo ideal pues el niimero de condicién de
la matriz de coeficientes es del orden de 10? y los coeficientes de orden superior
son pequenos.

Ejercicio 11:
Los valores de las constantes del modelo elegido es: a =5; b=4y ¢ = 3.

Ejercicio 13:
El calculo analitico de la recta minimaz de la funcién f(z) = e® en [—1;1] es:

y* = 1,175201x + 1,264279,

mientras que, al aplicar el algoritmo de Remez al conjunto inicial X 0 = {-1;0;1}

se obtiene:
XM = {-1; 0,24019; 1}

X® = {-1; 0,23568; 1}
X®) = {-1; 0,23570; 1}
XW ={-1; 0,23570; 1}
Con lo que el polinomio minimaz de grado uno es: y* = 1,2658 + 1,1751x.
Ejercicio 15:

pa(e) =14+ 5+ + 4
p% = 0,997076 + 1,0119z 4 0,54166522 + 0,1547562°

Ejercicio 17:
El ajuste de segundo grado es ps(r) = —2,8+0,36571x +0,35422. Es posible recu-
perar en forma simple el valor del coeficiente principal, debido a que la cantidad
de puntos es par, al igual que el grado del polinomio interpolador.
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Ejercicio 19:

El modelo que ajusta los datos es: ¢ = 1976~ 0:05314¢,

a) ¢(0) = 1976.
b) ¢(43,10) = 200.
Ejercicio 21:
a) El ajuste lineal de los datos es: y; = 2,5065 — 0,97540z.
b) El ajuste lineal de los datos intercambiados es: yo = 1,0622 — 0,33999z.
¢) |le1]|3 = 0,66836; |le2|3 = 0,23297; I = 0,33163; I = 0,33161.
Ejercicio 23:

El ajuste pasa siempre por la segunda coordenada y su expresién es: y = e
La primera coordenada no afecta el resultado final.

In(b)z

Ejercicio 25:
De la expresiéon de minimos cuadrados:

n

Z[a$i+b—yi]=0

=0

n n
ain—l—bn:Zyi
i=0 i=0
a4 ‘ b 1 " ‘
n;xann—n;yz

W +b=7
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Capitulo 9 - Derivaciéon Numérica

Ejercicio 3:
a) Utilizando la primera aproximacién por diferencia hacia atras, se logran los
siguientes valores, de acuerdo al valor de h: 3,99884; 3,99917; 3,99921 y
3,99929.

b) Utilizando la primera aproximacién por diferencia hacia adelante, se logran
los siguientes valores, de acuerdo al valor de h: 0,810930; 0,911607; 0,931746
y 0,975803.

Ejercicio 5:
Si, el spline cibico aproxima bastante bien la curvatura de la funcién, por lo
que dard una aproximacién buena a la derivada. El spline de Hermite ofrece una
mejor aproximacién que el spline cibico, pero no se lo puede construir porque su
desarrollo depende de los valores de las derivadas en los nodos.

Ejercicio 7:
a) Utilizando la primera aproximacién por diferencias centrales, se aproxima
17(1,3) = —0,80000.

b) Utilizando la primera aproximacién por diferencias centrales, se aproxima
1"(—,8) = 14,000.

¢) Utilizando la primera aproximacién por diferencias hacia atras, se aproxima
1"(4) = 9,8686.

d) Utilizando la primera aproximacién por diferencias hacia adelante, se apro-
xima f”(—1) = 2,3600.

Ejercicio 9:
Considerando los desarrollos anteriores y k = 2:

_ 226(h) - 6(2h)
22 -1
—f(x —2h)+16f(z — h) —30f(x) + 16f(x + h) — f(x + 2h)
12h2

(@)

+ O(hh)

~

Solucion de los ejercicios de niimero impar

Ejercicio 11:
Cambiando el valor de n dentro del codigo se obtienen los distintos graficos pe-

didos:

>function f(x)::=cos(x)/x

>n=10;

>x=linspace(1,7,n-1); dly=zeros(l,n); d2y=zeros(l,n); h=x[2]-x[1];
>for i=2 to n-1, dly[il=(f(x[i+1])-f(x[i-1]))/(2xh); end

>plot2d ("&diff (£ (x),x)",1,7);
>plot2d(x[2:1ength(x)-1],d1y[2:1ength(x)-1],add=1,color=red);

>

>for i=2 to n-1, d2y[il=(f(x[i+1])-2*f(x[i])+f(x[i-1]))/h"2; end
>plot2d ("&diff (f(x),x,2)",1,7);
>plot2d(x[2:1length(x)-1],d2y[2:1length(x)-1],add=1,color=blue);

Ejercicio 13:

a) El ajuste del conjunto de datos cuyas abscisas son: [0,9;1,1;1,3;1,5], es
—0,53937522 — 0,963552 + 3,62 y la derivada del ajuste en 1,3 es —2,36592.
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b) El ajuste del conjunto de datos cuyas abscisas son: [—1,4; —0,8; —0,2; 0,4], es
72? — 4z — 2 y la derivada del ajuste en —0,8 es —15,2.

c¢) El ajuste del conjunto de datos cuyas abscisas son: [3;3,3333; 3,6667; 4], es
4,23629x% — 21,0572z + 30,082 y la derivada del ajuste en 4 es 12,8331.

d) El ajuste del conjunto de datos cuyas abscisas son: [—1; —0,85; —0,7; —0,55],
es 1,1033322 4 3,953032 4 0,416955 y la derivada del ajuste en —1 es 1,74637.

Ejercicio 15:

a) o ~ —39,0000

0% f
Tl 6,00000
0% f
d0xdy

b)

c) ~ 2,99999

Ejercicio 17:
En este caso se estabiliza alrededor de 4. Esto ocurre porque h; = h;—1/2 y el
orden de convergencia de la formula es O(h?):

R; = 3,999000
= 3,999750
= 3,999937
= 3,999986
= 4,000036

Ejercicio 19:
Con la funcién f(z) = cos(z), la abscisa * = 2 y tomando valores para h del
vector [0,1;0,05;0,025;0,0125; 0,00625], se obtienen los siguientes cocientes:

R; = 3,99892
= 3,99973
= 3,99994
= 4,00163,

con lo que el orden de convergencia es O(h?).

Ejercicio 21:
Si es posible, la expresién surge al restar las expansiones de 4f(z+h) y f(z—2h).
Su orden de convergencia es O(h?).

Ejercicio 23:
El error para este tipo de polinomios es cero.

2 (8h* — 9h?) + 12h3 — 2 (—8h> — 9h?)
f/(x) ~ 4h3

~ 11

Ejercicio 25:
Las tres formulas de aproximacién propuesta son del orden de O(h3).
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Capitulo 10 - Integraciéon Numérica

Ejercicio 3:
En todos los casos se utilizé una aritmética de 5 digitos y truncamiento.
a) Con 7 nodos y el método de rectangulos centrales: I ~ 1,2695.
b) Con 5 nodos y el método de rectangulos hacia atrés: I ~ 1,8961.
¢) Con 26 nodos y el método de rectdngulos hacia adelante: I ~ 0,12239.
Ejercicio 5:
En todos los casos se utiliz6 una aritmética de 5 digitos y truncamiento.
a) I = 3,2040.
b) I ~0,61828.
c) I ~0,72781.
Ejercicio 7:
Los ejercicios se resolvieron con la cuadratura gaussiana y una aritmética de 6
digitos, con lo que: tg = —0,577350 y t; = —to.
a) I =0,666670.
b) I ~0,545452.
¢) I ~1,53175.
Ejercicio 9:
Ambos incisos se calcularon con una aritmética de 7 digitos y truncamiento.
a) I~ 3,307253 + O(h®)
b) I~ —15,97944 + O(h)
Ejercicio 11:
Los coeficientes son:
b—a
2 Y

a’? — 2ab + b?
wy; = w0;  wy = — 19 w3 = —w2;

wo =

y la féormula de cuadratura es exacta para polinomios de grado tres 6 menor.

Ejercicio 13:
Ambas aproximaciones no son buenas. Con dos puntos, I ~ 2,449489. Con tres
puntos, I ~ 2,552284.

Ejercicio 15:
a) I=~60,125
b) El polinomio de ajuste es: 4,85066 +0,0602885x +0,17531522 — 0,01800093.
Entonces, I ~ 60,022.
Ejercicio 17:
a) Una cota para la derivada segunda es 1, entonces n > 26.
b) Una cota para la derivada segunda es 4, entonces n > 517.
¢) Una cota para la derivada segunda es 2, entonces n > 11548.

Ejercicio 19:
a) La convergencia del método de Simpson es de orden h*, p ~ 4.
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b) La convergencia del método de rectdngulos centrales es de orden h?, p ~ 3.

Ejercicio 21:
W f"(x) | b ()

o) [ fla)da 20 <f<w>+ R )

b) De acuerdo al error de truncamiento estimado por la serie de Taylor:

217 £(6)
E(h) ~ 7

¢) I~4,94208 y E(h) ~ 3,10 x 107°.

Ejercicio 23:
En la mayoria de los casos se cumple que se logra una mejor aproximaciéon por
férmula de tres puntos en vez de aplicar dos veces la férmula de dos puntos. Esto
se debe a que el error de truncamiento es, al menos, un orden de magnitud mas
grande en la formula de tres puntos.

Ejercicio 25:
La tnica aproximacion que no es cierta, corresponde al segundo inciso.
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Capitulo 11 - Resolucién Numérica de EDO

Ejercicio 3:
No se logra convergencia a la soluciéon exacta, s6lo mejora la obtenida por el
esquema predictor-corrector. Es equivalente a, en cada paso, resolver una ecuacién
no lineal asociada a la correccion. No es posible disminuir la cota de error de
truncamiento del método utilizado, sea cual fuere la eleccion.

Ejercicio 5:
Las valores obtenidos por iteracién son:

[0; 0,039485; 0,11628; 0,22807; 0,37375; 0,5542]

Ejercicio 7:
Todas los métodos numéricos amplificaran el error de ingreso con el paso de las
iteraciones. Por lo tanto, para un valor de A no muy pequeno, es muy probable
se obtenga un overflow en x = 10, sino de seguro ocurrird para x = 20.

Ejercicio 9:
Si E(h) = Y1, cih?, donde ¢; depende de cotas impuestas sobre las derivadas de
la funcidén a resolver, entonces:

E(h) = cih?
=0
~ nch?

Ejercicio 11:
El método RK3 presenta un error de truncamiento global del orden de h3.
Ejercicio 13:
Es mas precisa la solucion calculada con h = 0,1 ya que es posible estimar direc-
tamente el valor de y(1) ~ 3,902080. Al utilizar h = 0,09 se logra una estimacién

del valor de ¥(0,98) ~ 3,849800 siendo necesario algin método de interpolacién
para estimar y(1).

Ejercicio 15:
Ambas expresiones, para la ecuacién diferencial dada, pueden escribirse en forma
iterativa como:

h? hS h2 h3 h2 h3
Ynt1 y<++2+6)+x(+2+6>+2+6

Ejercicio 17:
Resolviendo de acuerdo a lo solicitado:
= Integraciéon numérica, con el método del trapecio y 5 pasos: —1,96634325387.

» Resolviendo la EDO ' = z cos(x), con y(2) = 0 y el método de Heun con 5
pasos: —1,96908030727.

» Integracién exacta: 3sin(3) + cos(3) — 2sin(2) — cos(2) ~ —1,96908048952.

250



Solucidn de los ejercicios de nimero impar

APUNTES DE CALCULO NUMERICO | con aplicaciones sobre Euler Math Toolbox | S. Herndndez

| T~
, {/\\ \

I N AN
i D A
e

Figura 11.25: Ciclos limite del sistema del ejercicio 25.

Ejercicio 19:
Como f(Zn,yn) = f(Tnt1,Ynt1), entonces todos los valores de y,41 son iguales
a cero. Sin embargo, aproximando y(h) = (3h)©/2) al resolver la ecuacién no
lineal asociada, es posible utilizar cualquier método iterativo y y(2) ~ 8 lo que
concuerda con la solucién exacta.

Ejercicio 21:
Al utilizar el método de Euler explicito: yn4+1 = yn(1—Ah), con lo que [1—Ah| < 1
para evitar crecimiento en las iteraciones. Entonces h < % El andlisis de otros
métodos es similar.

Ejercicio 23:
Utilizando los esquemas iterativos:

Ynt+l = Yn + hf(zn)
Znt1 = Zn t+ hg(xm Yn, Zn)

Zn t 2 - 1

donde f(z) = z y g(z,y,2) = 2z + 3y + cos(x) con 20 pasos se obtiene
y(1) ~ 1,712878886.

Ejercicio 25:
El grafico con las soluciones se muestra como figura 11.25. A medida que decre-
cen los valores de las condiciones iniciales, se reduce la longitud del ciclo limite,
siempre conservando el mismo centro.
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Condicion de funcion

El valor de condicién de una funcién f en x = a permite estimar su sensibilidad a
las operaciones en un entorno de a. Graficamente se observa que, en aquellos valores
donde una funcién es mal condicionada, el valor de

zf'(z)

"=

crece con gran pendiente.

function CondFunc(f$:string, a:real, b:real, n:natural=100)
## Condicién de funciédn
## *x Parametros de entrada:

#it f$: funcidén de x, del tipo string
## a: inicio del intervalo
## b: fin del intervalo
#Ht n: cantidad de elementos en que se particionard el intervalo
## * Parametro de salida:
#it vector con los nimeros de condicién de la funcién f en [a,b]
if a==b then
X = a;
else
X = linspace(a,b,n);

endif
y = zeros(1l,length(X));
for i=1 to length(X)
y[il = abs(X[i]l*diff (£$,X[i])/£$(X[i]l,args()));
end
return {y}
endfunction

Descomposiciéon LU de Doolittle

La descomposiciéon LU de Doolittle genera, para una matriz cuadrada A, dos ma-
trices L, triangular inferior, y U, triangular superior, tales que A = LU y ademads
Lii: 1, 1= ].,2,...,7’L.

function Lu(A)

## Descomposicién LU [Doolittlel
## * Parametro de entrada:

## A: matriz cuadrada

## * Parametros de salida:
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#it L: matriz triangular inferior
#Hi#t U: matriz triangular superior
U=4;
m=size(U) [1]; n=size(U) [2]; L=eye(m);
for i=2 to m;
if U[i,i-1]<>0 then;
for j=i to n;
L[j, i-11 = U[j,i-1]1/U[i-1,i-1];
Ulj,:] =Ulj,:1 - Uli-1,:]1.(U[],1i-1]1/U[i-1,i-11);
end;
endif;
end;
return {L,U}
endfunction

Matriz de Pascal

La matriz de Pascal de orden n es una matriz simétrica y definida positiva con
valores enteros, tomados del tridngulo de Pascal:

b (iti-2)
G-I -1
donde ¢ = 1,2,...,n. Su inversa tiene valores enteros.
function Pascal(n:natural)
## Matriz de Pascal
## *x Parametro de entrada:
## n: tamafio de la matriz a generar
## *x Parametro de salida:
## matriz de Pascal de orden n

A=zeros(n,n);

for i=1 to n;
for j=1 to n;

Ali,§1=(1+§-2) 1/ (G-1) 1% (-1) 1);

end

end

return {A}

endfunction

Matriz de Hilbert

La matriz de Hilbert H es el ejemplo cldsico de matriz mal condicionada. Los

elementos se definen como: 1

ij =
donde ¢,5 =1,2,... n.
function Hilbert(n:natural, d:natural)
## Matriz de Hilbert
## * Parametros de entrada:

## n: tamafio de la matriz a generar
## d: cantidad de decimales en que se truncard cada elemento
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## * Parametro de salida:
## matriz de Hilbert de orden n, con d decimales de mantisa
A=zeros(n,n);
for i=1 to n;

for j=1 to n;

Ali,jl1=Trunc(1/(i+j-1),d);

end
end
return {A}
endfunction

Método de la Potencia

A través del método de la potencia, y dados una matriz cuadrada y un vector
semilla, es posible encontrar por medio de una iteracién sencilla el autovalor dominante
de la matriz.

function MetPot(A:real, q:column, n:natural, tol:positive)
## Método de la potencia
## *x Parametros de entrada:

## A: matriz cuadrada

#i# q: vector columna, semilla de las iteraciones

#Hit n: cantidad méxima de iteraciones

## tol: tolerancia utilizada como stop del algoritmo

## * Parametro de salida:
## valor de la dltima iteracidén realizada
if size(A) [1]==size(A)[2] then
dim=size(A) [1];
i=1;
error=1;
repeat while i<=n and error>tol;
Li1=q’.A.q;
z=A.q;
q=z/norm(z) ;
L=q’.A.q;
error=abs(L-L1);
i=i+1;
end;
if i==n+1 then
"Algoritmo terminado por limite de iteraciones"
endif
if error<tol then
"Algoritmo terminado por convergencia"
endif
else
"La matriz ingresada no es cuadrada."
endif
return {L}
endfunction
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Método de Regula-Falsi

Dados una funcién f, un intervalo [a;b] tal que f(a)f(b) < 0, una cantidad de
iteraciones y una condicion de stop, el algoritmo de Regula-Falsi:

€l = xn’f(xn) - xnf(xn’)
" fan) = flzp)

converge a la raiz de f dentro del intervalo bajo las condiciones iniciales dadas.

function RFalsi(f$:string, xa:real, xb:real, iter:natural, tol:
positive, d:natural)

## Método de Regula-Falsi

## * Parametros de entrada:

#i# f$: funcidén de x, del tipo string

## xa: inicio del intervalo

## xb: fin del intervalo

#i# iter: cantidad maxima de iteraciones a realizar

## tol: tolerancia utilizada como stop del algoritmo

#it d: cantidad de decimales en que se truncard cada elemento
## * Parametro de salida:

## raiz aproximada de f en el intervalo [a,b]

if f$(xa,args())*f$(xb,args())>0 then
"No se puede aplicar regula falsi, f(a) y f(b) tienen el mismo
signo"
else
i=1; error=1; y=zeros(l,iter); A=y; B=y;
repeat while i<iter && error>tol
A[i]l=xa; B[i]=xb;
x = Trunc((xbxf$(xa,args())-xa*f$(xb,args()))/(£$(xa,args())-
£$(xb,args())),d);

y[il=x;

if f$(xa,args())*f$(x,args())>0 then
Xa = X;

else
xb = x;

endif

if i>1 then
error = abs(y[i-1]1-y[il);
endif
i=i+1;
end
return {x,y[1:i-1],A[1:i-1],B[1:i-1]1}
endif
endfunction

Método de Sturn

Dada una matriz A de orden n, simétrica y tridiagonal, el algoritmo de Sturn genera
n + 1 polinomios F; de grado creciente donde P, es el polinomio caracteristico de A.

function Sturn(A)
## Método de Sturn
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## * Parametro de entrada:
#Hit A: matriz cuadrada, tridiagonal y simétrica
## * Parametro de salida:

## matriz con los coeficientes de los polinomios de la secuencia
de Sturn

n = length(A);

S = eye(nt+l);

S[2,1:2] = [A[1,1],-1];

for i=3 to n+l
Pol = polymult([A[i-1,i-1],-1], S[i-1,:1);
Pol = polyadd(Pol, -(A[i-1,i-2])"2xS[i-2,:]1);
S[i,:] = Pol[1l:n+1];

end

return {S}

endfunction

Norma matricial

La norma matricial es una funcién de valor real sobre el conjunto de matrices de
orden n. A partir de ella es posible calcular el nimero de condicién de una matriz.

function Norm(A:real, p=2)
## Normas matriciales
## * Parametros de entrada:

## A: matriz cuadrada

## p=0 [norma infinito]: médxima suma absoluta de las filas de
la matriz

## p=1 [norma uno]: méxima suma absoluta de las columnas de la

matriz

## p=2 [norma dos]: utilizada por defecto

## * Paradmetro de salida:

#i# norma p de la matriz A

if p==1 then;
return {max((sum(abs(A’)))’)}
elseif p==0 then;
return {max(sum(abs(A))’)}
elseif p==2 then;
return {sqrt(max(abs(eigen(A’.A))))}
else
"Los valores que acepta el parametro p son: 0, 1 o 2"
endif
endfunction

Numero de condiciéon de matriz

El niimero de condiciéon de una matriz permite saber si, al utilizarla con alguna
aritmética restringida, serd sensible a las operaciones tales como resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales 6 calculo de inversa, por citar dos ejemplos.

function Cond(A:real, k=2)
## Numero de condicidn
## * Parametros de entrada:
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## A: matriz cuadrada

## k: tipo de norma matricial a utilizar

## * Parametro de salida:

## nimero de condicidén, asociado a la norma k, de la matriz A
return {Norm(A,k)*Norm(inv(A) ,k)}

endfunction

Truncamiento a n digitos

Truncamiento de los valores ingresados a una mantisa de n digitos, atil para simular
procesadores aritméticos limitados en potencia de almacenamiento.

function map Trunc(x:real, n:natural)
## Truncamiento de niumeros reales
## * Parametros de entrada:

## x: elemento real o vector de reales

## n: cantidad de decimales de mantisa

## *x Parametro de salida:

## valor o valores de x truncados a n decimales
s=sign(x);

X=S*X;

3=0;

if x<10"n && x<>0 then
repeat while x<10°n
x=x%*10;
J=i+1;
end
x=10" (-j+1)*floor(x/10);
else
repeat while x>10"n
x=x/10;
j=j+1;
end
x=10"(j) *floor(x);
endif
return {s*x}
endfunction
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